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Пусть G — ограниченная область m-мерного пространства Ет точек 
х = (xi,. . . , хт} с кусочно-гладкой (т — 1)-мерной границей Г, разбивае­
мой плоскостью х„, = 0 на две области: = G(1 {хт > 0} и G2 = G П
А {хт < 0}. причем G Л {хт = 0} - одтгосвязная область на плоскости хт = 
= 0. Обозначим через 2 и У те части Г, где хт > d и х,„ < d соответствен­
но, а через 5, ту часть S, где d < хт < 0 (inf хт < d = const < 0).

x~G
Рассмотрим в области G оператор

т

Lu = uV1Y1 ф- к (жт) 2 Uvi Xi ~r auXm -г c (x) u,

где k (x,„)— трижды непрерывно дифференцируемая на отрезке А = 
= [й15 h2], hi— inf хт, h2 = sup xm, функция, удовлетворяющая условиям: 

k(x„:) > 0 при х,„ > 0, к(х,„) < 0 при хт <0, к(0) =0 и к'(х,„) > 0 при 
хт е А; а — постоянная; с (ж) — непрерывная в G функция.

Пусть = G Л {ж,„ = 4}. Будем, предполагать, что 5 =? S, U S2, где Si ■— 
боковая поверхность, a S2 — нижнее основание цилиндра So X [d, /гД.

Требуется найти в области G решение уравнения

Lu = f(x), (1)
удовлетворяющее граничному условию

и = 0 на Г. (2)

Обозначим через С,. множество всех функций и(х) <=C(G) dC2(G), 
первые частные производные uxi, i = 1,. . . , т, которых интегрируемы с 
квадратом на G и ее границе Г, и удовлетворяющих условию (2). Пусть 
и(х) eCLii q(x,„) еСЦД) — пока произвольная функция. Интегрирова­
нием по частям получаем

» 1 (* | * ■''2-1 
quXmLu dx х=---- -- (gc)Xmu2 dx г — { q’u\ ф- (qk}' г

G G G 2=^2
ш-1

4-[2щх — (qk)’] u2m } dx + g ( — nmu\ — knm 2 u\ ф-
г = 2

-f- knmUxm ф- 2zz^iz.Y1wTm 2k 2 ^1Т\феАт ) ds ./ ./2 (3)
1=2

где n = (n,,. . ., nm) — единичный вектор внешней нормали к Г.
Выбираем q = ст,,, + 6 в А, где е > 0 — фиксированная, а 6 > 0 — пока 

произвольная постоянная. Для Л получаем

/2 =4“^ еггм + (Е* + 4.h’} S и\ ж Id (2« — к’) — сА] и2т } dx.
G 1=2
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Пусть а > sup к'(хт) /2. Постоянная 6 выбирается столь большая, что 

q > 0, q (2а — к') — гк ц = const >0 и sfc + qk' > щ = const > 0 в А. 
Тогда

т
J2 Cl J 3 ^хг

G г=1

где CY = min (е, ц, pt). Так как и = 0 на Г, то uXi = N(x)rii, i = 1,. . ., т, 
и, следовательно,

С т (*
Уз = N2qnm (п® + к 2 nf) ds-----N2qk ds.

2 1=2 Ss

Если

nm > 0 на S,
771

+ к (rrm) 2 > 0 на 2Ъ
1=2

(4)

то 73 > 0. Если (grc)Xm^ 0 в G, то Ji > 0. Из (3) следует, что и = 0, если 
Lu = 0. Таким образом, имеет место следующая

Теорема 1. Если «> sup к'(хт) /2, 2 и Si удовлетворяют условиям 

(4) и функция с(х) удовлетворяет условию (qc)Xm^ 0 в G, то задача (1), 
(2) имеет не более одного решения и s Сг_.

Обозначим через L+ оператор, сопряженный к L-.
m

L+u = uX1Xl + к (xm) 2 + a+uxm + c+w>
i—2

где a+ = 2k' — a, c+ — k" + c.
Пусть 62(G, Г) — множество всех дважды непрерывно дифференцируе­

мых в G функций, удовлетворяющих условию (2), a W’2z(3p) — замыкание 
этого множества в норме W2Z(G). Легко видеть, что граничное условие, 
сопряженное к (2), имеет вид v = 0 на Г (в работе используется термино­
логия, принятая в О) • Пусть f е= L2(G).

Функция и е L2(G) называется слабым решением задачи (1), (2), если

(и, £+п)о = (/, v)o

для любого и W2Z (гр) ((•, ■) о — скалярное произведение в L2(G)).
Пусть v <= С2 (G, Г) и q (xm) = гх„ + в А, где 8 > 0 — фиксированная, 

а 61 > 0 —- пока произвольная постоянная. Как и выше, получаем

qv^L+vdx =-----[g(F + c)}Xmv2dx + {ер®, +
G G G

т-1
+ (ек 4- qk') 2 + Г2g f-|- к’ — a

1=2 L '

4 N2qnm( п2 + к 2 )ds---- N2qkds = + J2 + J3' /4. (5)
2 1=2 Si

Пусть a < inf Зк' I 2. Постоянная б( выбирается столь большая, что 

q > 0, 2q (3/zk' — a) — efc > v = const >0 и ък + qk' > лч = const > 0 в A.

) — sk\v2m]dx +
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Тогда

2 v*i dx,
Gi=l

где Ci = min (e, v, Vi). Если 2 и Si удовлетворяют условиям (4), то 73 + 
+ 74 > 0. Если [</ (к" + с) ]х т 0 в G, то h > 0. Так как v = 0 на Г, то

т т
$ 2 dx^C^ ( v2 4- 2 vxi) dx.
G i=l G i=l

Из (5), применяя неравенство Гёльдера, получаем
Ci И v ||х || L+v ||0 > J qvXmL+v dx > С31| v [g,

G

где || •, -||i —норма в пространстве РЕгЦС). Отсюда получаем энергетиче­
ское неравенство

НЛМо 5* С1И1, С> 0, v^C\G, Г). (6)

Путем пополнения убеждаемся в справедливости (6) для уеИ\2(гр). 
Из неравенства (6), как известно (1), следует существование слабого ре­
шения задачи (1), (2) при любом f^W2~l(G). Итак, имеет место следу­
ющая

Теорема 2. Если а < inf Зк' / 2, 2 и 24 удовлетворяют условиям (4) 
ЖШЕД

и функции к(х„.), с(х) удовлетворяют условию + с) ]х 0 в G, то
существует слабое решение задачи (1), (2) при любом / s fE2_1(G).

Аналогично выводится энергетическое неравенство
|| Lu ||0 > С || и ||1? С>0, ueW^p), (7)

если а > sup к' / 2, (qc)Xm <0в G и выполняются условия (4). Из (7) сле- 

дует единственность гладкого решения ueW2(tp) задачи (1), (2).
Если sup к' / 2 < а < inf Зк' / 2 и выполняются остальные условия тео- 

рем 1 и 2, то справедливы оба энергетические неравенства (6) и (7). 
В этом случае задача (1), (2) почти корректна (')•

Математический институт с вычислительным центром Поступило
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