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1. Пусть X — банахово пространство, Т — действующий в X замкнутый 
неограниченный линейный оператор, D(T) = X. Задача нахождения эле­
ментов y = Tf по элементам f^D(T) поставлена некорректно (отсутст­
вует непрерывная зависимость <р от /). Однако при выполнении дополни­
тельных ограничений задача может быть превращена в корректную. По­
добные задачи получили название условно-корректных (*, 2). В настоя­
щей заметке рассматривается следующая условно-корректная задача: тре­
буется найти элемент <р = Tf по элементу fs = f + &f, где

6/еХ, Ц6/Ц < 6, рл-={/; \\Uf\\^N}, (1)

N и 6 — известные числа, U — действующий в X замкнутый неограничен­
ный линейный оператор, D(U) <=D(T), D(U) = Х, В = и~^ существует 
(ограниченный или неограниченный), Р(В) = X. Предполагается, что 
является множеством равномерной регуляризации для задачи нахожде- 
ния значений оператора Т.

2. Приведем основные понятия теории линейных условно корректных 
задач. Всюду ниже предполагается, что а — параметр, а — множество его 
значений, а0 — предельная точка в а.

Определение 1 (3)- Пусть m, = X. Семейство действующих
в X линейных операторов Sa называется фильтрующим в т, если: 
1°) S.JJem У«ей, ct¥=a0, V0 <= X; 2°) ||9 - Sa0||-^O V0 e X;

3°) sup HSall = K< +°O.

Определение 2 (4, 3). Семейство Va действующих в X линейных 
операторов называется регуляризующим для задачи нахож­
дения значений оператора Т, если: 1°) ЦЕЛ <+°° Уа^а, 
a^ao;2°) ||Г/-УЛ|->0 VfeD(T).

Определение 3 (3). Если для всех а операторы регуляризующего 
семейства Va имеют представление Va = TSa, где Sa — фильтрующее 
в Р(Т) семейство, то семейство Va называется нормальным.

Определение 4 (5, 3). Если на множестве МсР(Т) p(a) = 
= sup \\Tf — Fa/|| < +°°, p(a)->-0, то M называется множеством 

a£a a—>a0
равномерной регуляризации для Va.

Определение 4 (5,3). Если на множестве МсР(Т) p.(a) =
= sup ||/ — ‘S'a/ll < +°°, T] (a) -+0, to m называется множеством рав­

номерной фильтрации для Sa.
Предложение 1. Для того чтобы p.N из (1) было множеством равно­

мерной регуляризации для семейства Va, необходимо и достаточно, чтобы 
было-. Г) у(а) = || (Г — УО)К|| < +°° Vaea; 2°) у(а)~>0.

а->а0
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Предложение 2. Для того чтобы p1V из (1) было множеством рав­
номерной фильтрации для семейства Sa, необходимо и достаточно, чтобы 
было-. Г) х(а) = \\{E-Sa)B\\ <+«■ V(Iea; 2°) х(а) -> О 

а->а0
Определение 6. Совокупность семейств Va, для которых рЛ- яв­

ляется множеством равномерной регуляризации, обозначается V(T; pw). 
Совокупность семейств Sa, для которых u_v является множеством равно­
мерной фильтрации, обозначается S{U; цЛ).

Определение 7 (6, 8, ’). Величина

©(6, N;U} = inf sup || Tf — ВД ||, (2)
ReL(X.I)

где L{X, X} — пространство действующих из X в X ограниченных линей­
ных операторов, Ж = {/5 = / + б/. / s и.» ||б/|| б}, называется наилуч-
шим приближением элементов <р = Tf на Мъ с помощью 
ограниченных линейных операторов.

Аналогичный смысл имеет величина (6)

и (б, У: U) = inf sup I' Tf - Rfs\\, (3)
teL(X. X) fs = .v5

где = {ft, = f + 6/, f e p.v, 6/ s p.v, ||6/|| < 6}.
Определение 8. Если для семейства a s а, регулирующего 

задачу' нахождения значений оператора Т. существует зависимость 
a = a (б) такая, что для всех б < б0

sup \\Tf— Va до М| С Сю (б, .V; U), (4)
f5SM5

где С может зависеть от N, но не от б, то приближенные решения <ра = 
= V attoft, называются о п ти м а л ь н ы м и по порядку на рЛ.

3. Т е о р е м а 1. Пусть V,,eV(T; рЛ) и пусть

G(a) =||(7’-М)5||У+ ЦМ116, и^а. (5)

Тогда имеет место неравенство

М cs (a) < sup II Tf - Vм ;| C Cs (a). (6)
f8eM8

Следствие 1. Если зависимость a = a(d) определяется из условия

С5 (a) = inf, (7)
a

то соответствующие решения = Vaf6 имеют предельный порядок убы­
вания погрешности при б -> 0 {для данного семейства}.

Следствие 2. Либо зависимость (7) обеспечивает оптимальность 
по порядку приближенных решений на цЛ-, либо не существует ни одной 
зависимости a = a(6), обеспечивающей оптимальность по порядку при­
ближенных решений на цл-.

4. Пусть нормальные регуляризующие семейства Va = TSa е V(T; рЛ) 
обладают следующими свойствами: 1°) S.,^S(Ut pN); 2°) IMMII <+°° 
Vasa, аС'сц; 3°) USrj.=SaU Na^a. Всюду ниже предполагается, что 
Va обладает этими свойствами-

П р е д л о ж е н и е 3. Семейство Wa = US.L регуляризует задачу на­
хождения значений оператора U.

Теорема 2. Пусть

5a = sup || f — Safs ||, Na = sup \\U {f — Safs) ||. (8)
fSSM5 fg,SMs
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Тогда имеет место неравенство
со (6, N; U)^ sup \\Tf-VaU\\^'u(Sa, Аа; t7)<(o(6a, Na- U). (9)

3 а м e ч а н н e. Неравенство (9) остается в силе, если 6а и Na заме­
тить произвольными оценками ба*, ЛА* сверху; например, можно принять

б/ = U(E-Sa)B№+ Ш1б,

AV = ||(£-^)|^+ ||KJ|6. (10)

Теорема 3. Если
sup||(A-5a)7?||||Ka||= А< + эо, (11)
aai

то всегда можно выбрать зависимость а = а(б) таким образом, чтобы при­
ближенные решения <р5 = были оптимальными по порядку на pN.
В частности, эти зависимости можно задавать условиями

|||(£-So)B||-6/2V| =min, |||Жа||-ЛГ/6| =min. (12)
5. Нетрудно получить аналог теоремы 2 для погрешностей в точках 

из Л/8.
Теорема 4. Пусть для данных f е М, Мь

6~.(/,А) = II/--W, ВД/6) = \\U(f-Safb)\\. (13)
Тогда
ЦТ/- КАП ^б(6Д/, А), К(/,А); U) (14)
Замечание. Неравенство (14) остается в силе, если б.,(/, А), 

ЛА(/, А) заменить произвольными оценками ба*(/, A), Na*(f, ft) сверху. 
В частности, можно принять

&(f, k) = \\4\\ + \\k-saf^,
N*a (f, /6) = || (Е - 5О) Uf || + || Каб/ ||. (15)

Как известно С-10), «принцип невязки» построения приближенных 
решений некорректных задач состоит в том, чтобы находить эти решения 
по соотношению ф5 = КА, где а = а (б) найдено из условия

IIIA-SJsll-б| =min. (16)
Теорема 5. Если параметр а выбран по принципу невязки, то

|| ф—• Фа || о) (26 -ф- б (б), Nа; U) К со (26 -ф- 8 (б), Аа; U), (17)
где е (б) / 6 = 0(1) при 6 -> 0, a Na* определено по (15).

С л е д с т в и е. Если зависимость а = а (б) (16) такова, что при б -»• О 
элементы 06 = Wa&-)ft сходятся (по норме) к элементам 9 = Uf, то

01(26 ,- 8 (б), С; U) = О (со (б, || Uf |j; U)). (18)
S->0

Иначе говоря, при малых 6 приближенные решения ср8 будут оптималь­
ными по порядку.

Теоремой 5 и следствием из нее существенно усиливаются результаты 
В- А. Морозова (7), относящиеся к методу регуляризующего функционала 
А. Н. Тихонова для случая гильбертова пространства.
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