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О ПРОСТРАНСТВАХ С © СИСТЕМАМИ

(Представлено академиком П. С. Александровым 30 III 1972)

А. В. Архангельский в работе (') определил ©-систему (см. ниже) и 
доказал, что в классе вполне регулярных пространств наличие ©-системы 
эквивалентно полноте в смысле Чеха. Хаусдорфовы и регулярные прост­
ранства с ©-системой были исследованы в работах (2,3). Предлагаемая за­
метка посвящена дальнейшему изучению этих пространств. Все простран­
ства, если это не оговорено особо, предполагаются хаусдорфовыми. Про­
странства, обладающие ©-системой, будем для краткости называть пол­
ными.

Определение 1. Скажем, что конец £ над пространством X (т. е. 
максимальная центрированная система открытых в X множеств) мелкий 
относительно семейства покрытий {А.Д, если найдутся по­
следовательности {щ} и {Uk}, где nk+i > щ и Uk<^ g, такие, что Uhcz V е 
е для каждого к. Семейство покрытий {A.J пространства X назовем 
©-системой, если любой конец g, мелкий относительно {Х„}, сходится 
к некоторой точке х X.

Обозначим аХ = X U {g| £ — свободный конец над X}, 3~X — топология 
пространства X, *0  = О U {? <= оХ \ X | £ е 0}, О е (ГХ, 3~\<зХ = {*0 10 е 
е.'Т'Х}. Семейство ТГщХ объявим базой пространства <тХ. Ивестно, что 
оХ — максимальное Я-замкнутое расширение в смысле 0-непрерывных 
отображений (см., например, (4,5)).

* Если /: Y, то /+(.4) = {г/ е Y\j~i(y) с. А}.

Если 6Х — Я-замкнутое расширение пространства X, то существует 
единственное 6-непрерывное бикомпактное отображение fax'- оХ -> 6Х, об­
ладающее свойствами: /sx|X = id (тождественное) ; Гъ^УО- ]ъх ([О] ох) — 
= [0],„v, где Ое.гх, Г7 = 5Х\ [Х\0]« (см. (5)).

Обозначим далее 0Х и X гиперабсолют и абсолют соответственно про­
странства X, л.т(£) = П[О]л> X -*•  X. (Здесь мы пользуемся конструкцп- 

0е£
ей абсолюта, привлекающей концы над X (6), т. е. X — множество всех 
концов, сходящихся к точкам х е X, 0Х — пространство всех вообще кон­
цов с базой £Я(0Х = {О*  | О s STX}, где О*  = {'£ е 0Х| g э О}. Подробнее 
об абсолюте см. (5~8)). Пам понадобятся следующие известные факты: 
если 6Х — Я-замкнутое расширение, то 0Х = 06Х; отображение 
0-непрерывно, совершенно и неприводимо; лх (О*  fl X) = Intx[0]x*:  
лх[О*ПХ)  = [О]х.

Рассмотрение полных пространств начнем со следующего определения. 
Определение 2. Я-замкнутое расширение 6Х регулярного про­

странства X назовем Я-p асш и рением, если каждая точка х е X ре­
гулярна в 6Х.

Теорема 1. Следующие условия для Н-замкнутого расширения 6Х 
регулярного пространства X эквивалентны; 1) бХ — R-расширение; 
2) fax непрерывно в каждой точке х X; 3) jtsx непрерывно в каждой точ­
ке х е X.

Лемма 1. Если X е , У регулярно, бУ — R-расширение для У, 
то [Х]5У — R-расширение для X.
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Лемма 2. Если ЪХа — R-расширение Ха, то 11 — R-расширение
(а)

П ха.
(“)

Необходимо отметить, что оХ — ^-расширение тогда и только тогда, 
когда X регулярно. Отметим также, что ^-расширения внешне схожи с 
ПО-расширениями (бикомпактное расширение 8Х — ПО-расширение, если 
любые две точки х е X и у е ЪХ \ X отделимы в 6Х; подробнее см. в (9)).

Теорема 2. Следующие условия для регулярного пространства X 
эквивалентны: 1) X полное; 2) X — Gt, в любом (достаточно в одном) 
R-расширении; 3) X — Gt, в любом (достаточно в одном) ПО-расширении.

Доказательство почти то же, что и для теоремы 1 работы (2).
Вследствие теоремы 2 и леммы 2 справедлива
Теорема 3. Произведение счетного числа регулярных полных про­

странств — полное пространство.
Известно, что уолменовское расширение регулярного пространства 

принадлежит классу ПО-расширений этого пространства (9). В силу этого 
факта, а также теоремы 3 работы (2) имеет место

Теорема 4. Регулярные полные пространства наследственны по 
множествам типа Gt,.

Следуя А. В. Архангельскому, назовем симметрику р на пространстве 
X полной, если любая фундаментальная последовательность (последова­
тельность {хп} фундаментальная, если для любого е > 0 найдутся п и 
у е.Х такие, что xk е О (у. е), как только к > п) ъХ сходится. Предполо­
жим, что симметрика р на регулярном пространстве X полная и сильная 
(т. е. 1н1,?(9(ж, е) э х для любых х е X и е > 0). Исходя из системы {<р„}, 
где (рп={О(х, 1/п)\х^Х}, нетрудно построить семейство покрытий 
{/„}, удовлетворяющее условиям: для любых U е лп и п найдется х е X 
такая, что [U]х <= intxO(х, 1/n); Zn+1 вписано в Тогда, если | — ко­
нец над X, мелкий относительно {Х„}, то А {[О]х|О 1} ¥= ф. Итак, до­
казана

Теорема 5. Регулярное пространство, симметризуемое сильной пол­
ной симметрикой, полное.

Для вполне регулярных пространств эта теорема была доказана 
А. В. Архангельским (10).

Известны следующие факты: симметризуемый перистый паракомпакт 
метризуем (10); если X — паракомпакт, Y регулярно и перисто и Y => X, 
то существует перистый паракомпакт X', X <= X' <= Y (9).

Из этих утверждений, теоремы 5 и одной теоремы работы (9) следует 
Теорема 6. Паракомпакт, лежащий в пространстве с сильной пол­

ной симметрикой, метризуем.
В работе (2) обобщается на регулярные пространства известная тео­

рема Б. А. Пасынкова об открытых паракомпактных образах полных в 
смысле Чеха пространств (“). Возможно дальнейшее обобщение теоремы 
Б. А. Пасынкова на хаусдорфовы пространства, а именно:

Теорема 7. Паракомпакт, являющийся непрерывным открытым об­
разом полного пространства, полон в смысле Чеха.

Доказательство. Пусть отображение /: X -> Y непрерывно и 
открыто, X полно, Y — паракомпакт. Концу 0А поставим в соответствие 
конец F(g) = {/(£7) | £7 <= £} е 9У. Отображение F: QX ->■ 9Y открыто и 
непрерывно, F(X) = Y,F(O*)  = (/(О))*,  диаграмма

F I X
YX
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коммутативна (подробнее об отображении F см. в (3)). Обозначим FIX = 
= f, F~l (У) = ctX, F | aX = /. Отображение /: aX -* ■ X открыто и совершен­
но. Так как полнота X, эквивалентная полноте в смысле Чеха, абсолютна 

эо
X (2), можно считать, что X = П Un, где Uri ^ аХ. Для каждой точки 

П=1
у е Y выберем точку ху е /-1(у) и зафиксируем бикомпакт ху = пх~1(ху). 
Далее найдем окрестность О, точки х„ такую, что (<9Х ПХ)ад- = 

* .ц.
= ОХу Л aX cz Ui. В силу равенства лх (О*  Л X) = Int.¥[O]x справедливо 

включение ОХу=> ху, поэтому семейство {/(л* у Л X)) |у (= У} — покрытие 
У. Впишем в него локально конечное покрытие {Уа}. Каждому Уа поста­
вим в соответствие некоторое множество /(л^(Ож ПХ)) Va и возьмем 

пересечение f~l (лг-1 (Уа)) Л (Ох ЛХ). Обозначим это пересечение Га.
Легко видеть, что семейство {Га} открытых в X множеств локально 

конечно в аХ. Кроме того, /(л*  (Га)) = Va и, как следствие локальной 
конечности, [U ra]ai = U [Го]ах<= J7t. Множество [ига]а±можно предста- 

(») (г) (а)
вить в виде Wt* Л аХ, где П\ е 3~Х (см. (5)). Итак, имеем РУ/ Л аХ <= 
<= Uл*  (ТУ/ Л X) открыто в X и /| л (РУ/ Л X) — открытое отображе­
ние; /(л^ (РУ/ Л X)) = У. Пусть построены множества РУ2,..., РУ„ и для 
каждого г = 1,..., п выполнены условия: 1°) РУ/ РУ,4-1; 2°) W*  Л аХ <= 
~ и{; 3°) /(л.| (РУ/ Л X)) = У. Обозначим /„ = /| л 4. (РУ,/ Л X). Для каж­
дой у е У зафиксируем ху е (у) и окрестность Ох точки ху так, чтобы 

ОХу Л аХ <= Un+i, ОХу <= РУ,/. Далее, проведя те же рассуждения, что и в 
начале, получим множество РУ„+1, удовлетворяющее условиям 1°) — 3°). 
По индукции продолжим построение множеств РУ„ для всех натуральных 

00
п. Обозначим Ф = П (РУп’Л аХ). Множество Ф замкнуто и в X и, 

П=1
следовательно, полно в смысле Чеха. С другой стороны, Ф замкнуто в 
аХ, Лу°/| Ф — совершенное отображение и лг(/(Ф)) = У. Таким образом, 
У полно в смысле Чеха. Теорема доказана.

Пользуюсь случаем поблагодарить В. PI. Пономарева за ряд ценных 
советов.

Белорусский государственный университет Поступило
им. В. И. Ленина 15 III1972
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