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1. Пусть группа G порождается некоторым своим подмножеством S 
таким, что S = S~l, 1^5. Длиной элемента x^G относительно S назы­
вается наименьшее целое неотрицательное число т, обозначаемое через 
ls(x), такое, что х есть произведение т элементов из S. Длиной группы G 
относительно 5 считаем величину

ls (G) = max ls (ж).
G

В группах Кокстера понятие длины элемента относительно канониче­
ской системы образующих является рабочим инструментом (см. (2)). 
Длину симплектических и ортогональных групп относительно множества 
симметрий исследовал Э. Картан и Ж. Дьедонне (см. (*)). Отметим, 
в частности, что эта длина растет неограниченно вместе с размерностью 
базисного пространства. Аналогично, lim ls(%n) = °°, если в качестве S П-*со
в знакопеременных группах взять, например, множество инволюций 
(элементов второго порядка) вида (г, /) (k, I), I, j, к, I е {1, 2,.. ., п}. По­

ложение, однако, радикально меняется, когда S — множество всех инво­
люций. Именно группами, порожденными инволюциями, мы и будем заню 
маться, причем нас будут интересовать в основном простые группы ко­
нечного порядка.

Всюду в дальнейшем предполагается, что S — множество всех инволю­
ций группы G; вместо Zs(;r), ls(G) будем писать l(x), 1(G), а под длиной 
будем понимать длину относительно множества всех инволюций. Точное 
вычисление 1(G) довольно затруднительно и осуществлено лишь для не­
которых специальных классов групп (см. предложение 1).

А. И. Кострикин, по инициативе которого предпринято настоящее ис­
следование, высказал предположение, что длина простых групп не может 
быть сколь угодно большой и, возможно, даже, что всегда Z(G)^4. 
Из очень грубых соображений о размерности централизаторов инволюций 
для длины алгебраической простой группы G над алгебраически замкну­
тым полем, вероятно, должна получиться (по мысли Ж. Титса) оценка 
1(G) =СЗ. Если даже это так, не совсем ясно, как извлечь отсюда оценку 
длины известных конечных простых групп.

Нами доказывается следующая
Теорема. Существует постоянная L такая, что 1(G) < L для любой 

группы G из класса всех известных (к настоящему времени) конечных 
простых групп.

Список известных простых групп состоит из 16 бесконечных серий 
групп Шевалле (нормального и скрещенного типов (•’)), серии групп 21„ 
и из 20 спорадических групп (4). Спорадические группы могут, самое 
большое, повлиять на величину L, что, впрочем, тоже представляется ма­
ловероятным. Из доказательства, заключающегося в проверке утвержде­
ния для различных серий групп, видно, что L = 20 — допустимая посто­
янная. Как правило, мы не стремимся к наилучшим достижимым оцен­
кам, поскольку для получения истинного значения 1(G) наш метод не 
приспособлен. Сформулируем упомянутое выше

537



Предложение 1. Пусть G — группа Вейля {простой группы Ше- 
валле) или же одна из групп 9l10, Sl14, PSL(2, q), q = 0, 1 (mod4): 
PSp(4, q), q = 0,1 (mod 4);Л, |Л| = 175 560; Л, |J21 = 604 800. Тогда 
1(G) = 2.

Пусть G — одна из групп 9t„, п > 6, п =/= 10, 14; PSL(2, q); q^3 (mod 4); 
PSp(4, q). ^3(mod4); 2B.(q), q = 22n+l-, 2G2(q), ? = 32n+1; >12. Тогда 
1(G) =3. Далее l(PSU(3,32)) = 4.

Это утверждение, известное для групп Вейля (Картер, (5)), получается 
прямой проверкой, основанной либо на знании таблицы характеров груп­
пы G, либо на ее разложении Брюа, либо, наконец, на строении p-локаль­
ных подгрупп. Последнее соображение позволяет зачастую выделять груп­
пы длины 2, т. е. группы, все элементы которых строго вещественные.

2. Приведем теперь набросок доказательства теоремы. Используемые 
нами обозначения стандартные (см. (3) или (6)). Пусть G — какая-нибудь 
группа Шевалле. Любой ее элемент х сопряжен с некоторым элементом 
вида uhnt, где и, h принадлежат подгруппам U, Н, а щ — представитель 
смежного класса группы N по Н. Стало быть, l(x) «S l(u) + 1(h) + 1(п,) 
и задача сводится к оценкам сверху для l(U), 1(H) и 1(п,). Следует отме­
тить, что, хотя N / Н и группа Вейля W группы G изоморфны, мы не мо­
жем воспользоваться предложением 1, поскольку вложения W в G, вообще 
говоря, нет. Техническое осуществление раздельных оценок l(U), 1(H) и 
1(щ) элементарно, но громоздко. Последовательно рассматриваются беско­
нечные серии А,.(К), Вп(К),... Используются некоторые предваритель­
ные результаты о группе SL(n, К) в ее матричной реализации.

В этой заметке доказательство проведено только для серий АДК) = 
= PSL(n + 1, К), D„(K) и 2Dn(K). Это, пожалуй, самые легкие случаи, но 
они достаточно хорошо иллюстрируют общее доказательство.

3. В дальнейшем Im — единичная матрица порядка m. SL(n,K) — фак­
тор-группа SL(n,K) / <г>, где r= (—l)"+1Zn. Образ матрицы или подгруп­
пы Н из SL(n, К) в SL(n, К) будем обозначать символом Н.

Лемма 1. Пусть п> 2, А — верхняя треугольная матрица из 
SL(n,K). Тогда 1(A) «£ 6.

Доказательство. Пусть п четное. Можно предполагать, что А при­
ведена к жордановой форме. При подходящих Ъ/, с., с’ матрица А по­
добна произведению ВС, где

В — Bi 4- В г 4- . . . 4- Вп, ш — п / 2, С — Zi 4- Ci 4-... 4- Cm~i 4-1

Матрицу В (соответственно С) нетрудно записать в виде произведе­
ния 4 (соответственно 2) инволюций. Аналогично поступаем и при нечет­
ном п.

Замечание. Несколько более сложные рассуждения показывают, что 
1(A) С 4 в SL(n, К) при п=А 4Z + 2 и 1(A) ^4 в SL(n, К) при п = 4Z 4- 2.

Пусть П — подгруппа всех диагональных матриц в SL(n, К), а А — 
подгруппа мономиальных матриц.

Лемма 2. Существуют представители nt, пг, . . . смежных классов N 
по Н такие, что 1(п4)^ 2 в SL(n, К) при п 4= 4Z 4- 2 и 1(гД^4 2 (в SL(n, К)) 
при п = 4Z 4- 2.

Из лемм 1 и 2 вытекает
Предложение 2. l(PSL(n, К)) 8 при п> 2.
Согласно сделанному выше замечанию, можно утверждать, что 

l(PSL(n, К)) =4 6, а в случае алгебраически замкнутого поля К, очевидно, 
имеет место неравенство l(PSL(n, К)) 4.

4. Пусть П — система корней типа Dn, и > 4, с базисом а1; а2, .. ., а„, 
П+ — множество положительных корней при упорядочении а4 > а2 > ...
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... > а„. Как обычно, жг(0 обозначает однопараметрическую подгруппу 
(bD„W) , соответствующую корню г.

Если г, s, г + s — корни, имеет место формула

xr(t)xs(u)xr(—t) = xs(u)xr+s(±tu). (1)
Следующая лемма играет решающую роль в рассуждениях о длине 

l(D„(K)). Имеются ее аналоги для большинства других типов групп Ше- 
валле.

Лемма 3. Пусть х = П хг (К), Ц+= О, 1 < i < п — 2. Существует 
r=-:ll

элемент у U такой, что
п—1 п—1

W1 = П • П
1=2 ' .j=o

где оц = а* + 2afe+1 + . . . + 2a,>-2 + a„-i + a,„ 1 k < n — 2. При n> 4
можно предполагать t/ = 0.

Лемма 4. Длина любого унипотентного элемента в Dn(K) не превос­
ходит 6.

Доказательство. Предположим сначала, что элемент х из U удов­
летворяет условиям леммы 3. Следовательно, х = ядяг, где

п-| п—1

Ху = Х^ (un-i) • Хап(ин) Xan_1(llil^1), Х2 = xan_i 
i=2 i=2

и u1 = 0 при п > 4.
Если /г е Н, z е U, то hzh~l можно записать в каноническом виде, ис­

пользуя матрицу Картана системы П. Это дает возможность построить 
в явном виде инволюцию hi е Н такую, что hiXjii = xt~l. Следовательно, 
l(xi) + 2.

Покажем, что 1(х2) «5 2. Пусть
n—1

Gy = (t) I г = 2 kiai е П, t е К> .
1=1

Существует (5,7) эпиморфизм ср: SL(n,K) Gt. При четном п можно по­
казать, что — /„ е ker ср. Поскольку t,0, 1 + i п — 2, можно предпола­
гать, что х2 есть образ (при ср) матрицы 1Л + (щ.,), где все = 0, кроме 
ahk+i = 1, k = 1, 2,. . ., п — 2. Но последняя матрица подобна произведе­
нию двух инволюций из SL(n, К), следовательно, 1(х2) <2и l(x) «5 4.

п — 2
Если же х — произвольный элемент из U, то zx с -п ха^ДппД} .

1=2
и при подходящих vn~i^K удовлетворяет условиям леммы 3. Следова­
тельно, Z(^) + Z(z_1) + l(zx) «52 + 4 = 6.

Замечание. Если существует hеК, Я,2 + 1 = 0, то l(U) + 4. Когда 
char7T = 2, можно показать, что l(U) 3.

Лемма 5. Представители смежных классов N по Н можно выбрать 
так, чтобы их длина не превосходила 2, если char К — 2, или 3, если 
char 2.

Лемма 6. 1(H) + 2 при четном п и 1(H) + 3 при нечетном п.
Доказательство. Если п четное, в группе W есть инволюция w0 

такая, что ) = —а,. Оказывается, что ей соответствует инволюция 
п0 е N, причем nohnii = h~' для любого h^= II.

Приблизительно так же рассматривается случай, когда п нечетное.
5. Дальше будем рассматривать группы 2Dn(qz), п^'у (7).
Пусть F — конечное поле из q2 элементов, г I—> г — симметрия схемы 

Дынкина системы П, t = tg, t <= F. Все остальные обозначения взяты из (’).
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Лемма 7. Пусть элемент х U1 <= 2Dn(q2) удовлетворяет условиям 
леммы 3.

Тогда найдется y^U1, для которого
п—1 п—1

w_1 = П хап_^'п-1) П (Ч-Л
i=2 j=0

tn_i = tn_i, tan = ta . При n~^>\ можно предполагать tr = 0.
Доказательство. Пусть n, r2, r. + r2 — корни, rl = rl, r2=£r2. 

Используя (1), легко доказать, что
[*n (0, хгг {и) х-г (и)] = хГ1+Г2 (stu) хГ1+-г (etu) хГ1+Г2+7г (± tuu)-, (2)

здесь [х, у] = хух~'у~\ е = ±1.
Положим А? = Ei О U'. Заметим, что множества П, инвариантны отно­

сительно отображения г i—> г. Дальше повторяется доказательство леммы 3. 
На этот раз используется формула (2).

Л е м м м а 8. l(U') 8.
Лемма 9. Представители смежных классов Nl по Н‘ можно выбрать 

так, чтобы их длина не превосходила 3.
Лемма 10. 1(Н1) 3.
Предложение 3. l(Dn(K)) 12, l(2Dn(q2)) 14.
Пусть S — множество групп Е&(К), E-i(K), ES(K), Et(K), G2(K), где 

К пробегает класс всех полей. Ограниченность функции 1(G) на 2 выте­
кает, например, из следующего простого соображения. Существует по­
стоянная Li такая, что если G е S. х е G, то х = Пя:г(£г), card (J) Lt. 

iF2J
Легко убедиться, однако, что l(x, (t)) L2, где L2 — некоторая постоянная,
не зависящая от G. Следовательно, 1(G) LiL2.
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