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СТРУКТУРА УНИТАРНЫХ ГРУПП И КОММУТАНТ ПРОСТОЙ
АЛГЕБРЫ НАД ГЛОБАЛЬНЫМИ ПОЛЯМИ

Пусть V — и-мерное линейное пространство (правое) над конечномер­
ным телом D. Ф — невырожденная косоэрмитова форма на V X V относи­
тельно некоторого инволютивного антиавтоморфизма /: d d тела D. 
S = (d е D\d = d) — подмножество симметричных элементов D. Если К — 
центр D, то dimKZ) = тп2 и предполагаем, что к = К П S Ф К, т. е. j — ин­
волюция второго рода. В случае char К = 2, как обычно, считаем, что

Veep 3%(i>) е= D-. Ф(р, v) = Х(ге) — Х(п).

U(Ф) — унитарная группа формы Ф; Т1Т(Ф) — подгруппа ?7(Ф), порож­
денная трансвекциями. GL(n, D) — полная линейная группа над D, 
SL(n,D) — подгруппа элементов с приведенной нормой (см. (*,“)), рав­
ной единице. 5[7(Ф) = SL(n, D) А Е7(Ф).

В дальнейшем предположим, что index Ф > 0.
Известная гипотеза о группах SL(n, D) и SU(<M), содержащаяся в об­

щей гипотезе Кнезера — Титса об односвязных алгебраических группах 
(см. (3, 4)), состоит в следующем: группы SL(n, D), re > 1, и SU(Ф) по­
рождаются трансвекциями или, что эквивалентно, факторы этих групп по 
центру являются простыми абстрактными группами. Нетрудно показать 
(см. (5)), что гипотеза для SL(n, D) эквивалентна утверждению: комму­
тант GL(1, D) совпадает с SL(A, D). В такой форме эту гипотезу высказали 
Артин и Таннака еще в 1943 г. (см. 5, 6)). Ниже мы увидим, что для SU(Ф) 
также все сводится к некоторой гипотезе о структуре тела D с инволю­
цией.

Отметим, что в настоящее время гипотеза о SL(n,D) доказана для 
р-адических полей (6) и алгебраических числовых полей (5), а гипотеза 
для 517 (Ф) — только для р-адических полей (’).

Цель этой статьи — доказательство гипотезы для любых глобальных 
полей. Основной является следующая теорема.

Теорема 1. Над глобальным полем К группа SU (Ф) = TU (Ф), т. е. 
порождается трансвекциями, и является коммутантом группы К(Ф).

Предлагаемое ниже доказательство теоремы 1 существенно зависит от 
доказательства гипотезы для SL(n,D). В частности, необходимо доказать 
гипотезу о SL(n,D) для функционального глобального поля. Незначитель­
ная модификация рассуждений Ванга (5,7) с использованием теории полей 
классов для функциональных полей (9) позволяет доказать вполне анало­
гичным, но столь же длинным и сложным путем следующую теорему.

Теорема 2. Если К—глобальное функциональное поле, то комму­
тант [GL(n,D), GL(n, D) ] = SL(n, D).

Замечание 1. В последнее время первому из авторов удалось най­
ти новый подход к гипотезе Артина, основанный на алгебро-геометриче­
ских соображениях и не использующий арифметики поля. К. Представ­
ляется весьма вероятным, что новый метод позволит получить доказатель­
ство гипотезы Артина в общем случае.
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Пусть 2 (D) — подгруппа мультипликативной группы D* тела D с инво­
люцией /, порожденная (S \ {0}), т. е. подмножеством ненулевых симмет­
ричных элементов. 2Vred — приведенная норма в D над К. 2Z (D) = (Л*).
Нетрудно показать, что 2(D) <=2X(D).

Предложение 1. Для произвольного поля К и любых a, b <= D* 
коммутатор [а, ^S5, в частности, [D*, D*] <= 2(D).

Доказательство. Если Ъ е S, то aba~lb~l = (aba) (a~'a')b е №. 
Аналогично для а^ S. Поэтому можно считать, что а, b Ф S. Так как 
dimKD = mz, то dimftD = 2m2, dimes' = m2. Рассмотрим линейное простран­
ство (5 + Ха) = {s + Ля | s е S, Ле к}. Если x^D*, то dimi(a:>S) = тг, 
dimft(S + Ля) = т1 + 1. Значит, (xS) П (S + Ля) ф, т. е. х е (S + Ля)S, 
ибо (S \ {О})-1 = (S \ {0}). Следовательно, & = Si(s2 + Ля), где sh s2 е №

abat’d4 = as, (s2 Ля) я1 (s2 -f- Ля)-1 «Д =
= asp>2 (1 -|- Л$2 я) я 1 [(1 Ля52 ) Al ~ 

= as^a^a (1 + Xs^a) я^.Д (1 + ЛяД1)-1 хД =
= as^a (1 —Xas2 ) s2 (1 —j- Ля52 ) •‘Ц ==

= asp/a's-pr'- (1 + Xas21)s21 (1 + Ля«Д) (1 + ЛахДД (1 Ц- ЛахД)s~|=

= (asja) (a^1s2a~i) [(1 фЛязД) яД(1]-Ля.$Д)] [(l-j-Xas^1) (1 + ЛяяД)]-1 хД e№.

Предложение 1 доказано.
Замечание 2. Аналогичное доказательство включения [D*, D*] с 

с 2 (D) независимо получено JI. Н. Васерштейном (неопубликовано). По- 
видимому, утверждение [я, &] е S5 можно усилить; не исключено, что 
[а, Ь] е№.

Из предложения 1 и результатов (10) непосредственно следует 
Предложение 2. Фактор-группа U (Ф) / ТП(Ф) = D* / 2(D).
Этот изоморфизм получается естественным образом с помощью отобра­

жения спинорной нормы Aspm (см. (”)). Оказывается, AsPin(D(O)) = D*, 
а NSpm(TU (Ф)) =2(D). Усовершенствуя эти рассуждения из (10), мож­
но доказать

Предложение 3. NSfin(SU(Ф)) = 2X(D), значит,

SU(Ф) I TU(Ф) = Z'(D) l^(D).

Таким образом, из предложения 2 следует, что для произвольных по­
лей

№7(Ф) ^Ти(Ф) ^2X(D) -2(D).

Предложение 4. Пусть для всякого нечетномерного тела D с ин­
волюцией над полем К справедлива гипотеза Артина: SL(l,D) = [D*,D*J. 
Если D =D(2) XD(pl) X .. . XD(pr) — разложение D в прямое произве­
дение тел примерных взаимно простых степеней, то 2х (D) =2(D) <=> 
*=^2X(D(2)) =2(D(2)), в частности, если D — тело нечетной степени, то 
2'(D) -2(D).

Доказательство. Ограничимся доказательством последнего равен­
ства, к которому естественно сводится общий случай, если рассмотреть 
инволюции, индуцируемые / на прямых сомножителях, и использовать со­
ответствующие разложения для 2(D) и 2х (D) (см. (и), гл. 10). Итак, 
пусть степень m тела D нечетна. Для всякого fle2x(D) приведенная нор­
ма АтГС(1(я) = с е к. Тогда Ared(amc_1) = cmc~m — 1, значит, amc~l е 
е SL(1, D) = [D*,D*]. Из предложения 1 следует, что я™ е 2(D). Далее, 
Ared(a) = Меа(а), поэтому я — aw, где ©e5L(l,D), я2 = яя(о е 
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^Z(D)SL{1,D) = S(Z)). Так как (2, m) =1, то seS(O), т. e. S'(O) = 
= 2(Z1).

Основная лемма. Пусть D — тело с инволюцией j над глобаль­
ным полем К. Для всякого а<^ (Niea(D) П к*) существует такой элемент 
xa^D, что К[ха] —максимальное коммутативное подтело D, определен­
ное над к, и NK[Xai , к(ха) = а.

Доказательство. Для всякого нормирования и поля К через Kv 
будем обозначать пополнение поля К. Пусть vh и2, ■.., vr — все нормиро­
вания поля К, относительно которых тело D разветвлено. Заметим, что 

'f — 1, 2, . . . , г. Действительно, если — архимедово норми­
рование, тогда К, t — поле вещественных чисел и Kv = kv ; для неар­
химедова нормирования щ это следует из того факта, что над нет тел 
с инволюциями второго рода (см. (и),гл. 10).

Докажем, что для всякого неархимедова vt существует неприводимый 
многочлен/(z) е kv.[x] степени тп со свободным членом (—1)та.

Нетрудно видеть, что можно ограничиться случаем, когда а — целый 
элемент в kvi. Если I,— униформизирующий параметр kVi, то а = е,1“, 
а > 0, где 8, — единица кольца целых элементов. Пусть сначала а = 0. 
Тогда редукция по модулю (Л) сводит доказательство к случаю конечного 
поля. Для конечного поля наше утверждение доказывается индукцией по 
m с учетом цикличности конечных расширений и транзитивности нормы.

Отметим, что получаемое таким образом расширение поля kVi будет 
неразветвленным.

Пусть теперь а > 0. Достаточно, очевидно, рассмотреть случай, когда 
а С т. Если d = (а, т), а = aod, то существует kvi -неприводимый много­
член /o(z) е k[z] степени d со свободным членом (—l)da. Действительно, 
все сводится к случаю а = 0. Пусть z,-— корень /0(z), тогда kVi[zi] — не- 
разветвленное расширение степени d и Nhv 4 [zj / kvj\zi) — а. Нетрудно ви­
деть, что Zi = £ita/d. Тогда непосредственно проверяется, что многочлен 
Фо(ж) = xm,d + z.x + (— l)m/dz; неприводим над kv ДгД и его корень xa{V> 
обладает свойством Nk [z,, /kv. = а. Остается за-г г
метить, что, по построению (если учесть вид многочлена <p0(z)), 
[kv [ : kv J = т. Следовательно, х<£> является корнем неприводи­
мого многочлена /Да:) степени т со свободным членом (—1)™«.

В случае,„если к, — архимедово нормирование, положим /Дх) = хт + а. 
В архимедовом случае т должно быть четным числом и kv. — 
поле комплексных чисел, так как а > 0, ибо является приведенной нормой 
(см. (2), гл. 10). По аппроксимационной теореме, примененной к норми­
рованиям у,, v2,....vr и коэффициентам многочленов /Дх), существует, 
многочлен f(x) е степени т со свободным членом (—1)“а, сколь угод­
но близкий к /Дж) для всех нормирований щ, v2,... ,vr. По лемме Красне- 
ра, для неархимедовых u,f(x) будет неприводим над kri. Пусть ха — корень 
многочлена f(x). Тогда К[хД изоморфно максимальному коммутативному 
подтелу D. Действительно, для всякого неархимедова Vi степень 
[,ЙД.[а:а]: К„г] = т, а для архимедова [ха]:. ] = 2. Значит,
KVi [жа] = (ЛДжо])„{ является полем разложения для D ® Кч . Так как 
для всех о -- с !) неразветвлено, то D ®к 7Г[жа] неразветвлена во всех и. 
Следовательно (см. (2), гл. 10), К[ха] — поле разложения для D и, ввиду 
[ЛДжД: К] = т, К[ха] есть максимальное коммутативное подтелоD. Лем­
ма доказана.

Доказательство теоремы 1. Пусть <j'eS/(Z>). ЛТДоД = а. 
Пусть ха — элемент, построенный в основной лемме. Тогда Л'плД оАг.Л1) — 1. 
Так как минимальный многочлен ха лежит в /с[ж], то ха = gXag'*, g^D*. 
Если g^ — g, то xtt(g + g) = (g + g)^a е S(Z>), значит, xa<s2,(D). Если 
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g — —g, то gxa = —gxa и xa = g~l (gxa). Существует кососимметричный эле­
мент a e К. Тогда xa — (a_1g_1) (agxa) e S (ZJ). Теорема 1 теперь непосред­
ственно следует из теоремы Ванга, теоремы 2 и предложений 1, 3.
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