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1. В работах М. А. Красносельского и автора (*, 2) начато исследова­
ние специального класса дифференциальных уравнений —1 виброустойчи- 
вых дифференциальных уравнений. Такие уравнения возникают, напри­
мер, при анализе различных феноменологических моделей пластических 
тел (3~5). Эта статья является продолжением работ (*, 2).

Пусть вектор-функции ф(£, х, и) и ф(£, х, н) со значениями в Rn опре­
делены и непрерывны при х <= Rn, — °° <t, и< Тогда каждой непре­
рывно дифференцируемой функции u(t) (управлению u(t)) соответствует 
обыкновенное дифференциальное уравнение

dx / dt = q[t, х, u(t)] и'(t) + ty[t, х, u(t)]. (1)

В (*) введено понятие обобщенного решения уравнения (1), отвечаю­
щего любому непрерывному (не обладающему какими-либо свойствами 
гладкости) управлению u(i). Следуя (*), будем говорить, что уравнение (1) 
виброустойчиво вправо, если каждому непрерывному управлению u(i) 
и каждому начальному условию т(£0) = х0 отвечает обобщенное решение 
этого уравнения, определенное в некоторой правой окрестности точки t0.. 
Аналогично определяется виброустойчивость уравнения (1) влево. Урав­
нение (1) называется виброустойчивым, если оно виброустойчиво как 
вправо, так и влево. В (*) показано, что виброустойчивость уравнения (1) 
гарантируется достаточной гладкостью функций <p(i, х, и) и ф(С х, и). 
Напомним (*), что два обобщенных решения виброустойчивого дифферен­
циального уравнения, удовлетворяющие одному и тому же начальному 
условию, принимают одинаковые значения на общей части своих обла­
стей определения. Поэтому можно говорить (см. (6)) о продолжениях 
(влево, вправо или двусторонних) обобщенных решений и о непродолжи- 
мых решениях.

Как известно, решения обыкновенного дифференциального уравнения: 
нелокально продолжимы, если они «не уходят за конечное время в беско­
нечность». Иначе говоря, в случае обыкновенных дифференциальных 
уравнений решение нелокально продолжимо, если оно ограничено на каж­
дом конечном интервале изменения времени t.

Как оказывается, для обобщенных решений аналогичная теорема в 
общем случае неверна. В качестве примера можно рассмотреть уравнение-

dx/ dt ='(p(i)a/(i), (2>
где

| cos (1/7)
0

при t 0, 
при £ > 0.

Это уравнение виброустойчиво вправо. Пусть xk(t), к = 1, 2, ...,—реше­
ния уравнения (2) при управлениях

( (—1)" 11 sin (1/£) при < 1 < tnr
и^-\ 0 при£>0,

/ 
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где t-i = —°о и tn = —1 / (л/с"), п = О, 1, 2,. .., отвечающие начальному 
условию хА(—1/л) = х0. Тогда при достаточно больших к решение 
определено и ограничено на промежутке [ — 1 / л, 0), но является непро- 
должимым вправо обобщенным решением уравнения (2).

Однако такая ситуация возможна только при негладких функциях 
<p(i, х, и). Имеет место

Теорема 1. Пусть уравнение (1) виброустойчиво. Пусть функция 
<р (£, х, и) непрерывно дифференцируема по переменным tux.

Тогда обобщенное решение уравнения (1), ограниченное на каждой 
конечной части своей области определения, нелокально продолжимо.

Мы не останавливаемся на формулировке аналогичных теорем, отно­
сящихся к уравнениям виброустойчивым вправо или влево.

2. Наиболее известным признаком нелокальной продолжимости реше­
ний обыкновенного дифференциального уравнения

dx / dt = L(t, х)
является условие

оо
$тлгт)- = ~. т>°’

rjs,eM(z;T)= sup \L(t,y)\.
|t|<T

Этот признак (см., например, (*)) допускает обобщение и на вибро- 
устойчивые дифференциальные уравнения (1).

По тройке чисел i0, н0, б построим функции

a (t0, и0, z, б) = sup | <pt (t, и, у) |, 
|f— fol. |u—u0|<5

P (*o, uo, 2, 6) = sup I tp* (t, и, у) I, 
I?—<o|, |u—Uo|<8,

у (t0, u0, z, 6) = sup |ip(£, h, y)|. 
|i—M, |u—Uo|<8,

|y|<z

Теорема 2. Пусть уравнение (1) виброустойчиво. Пусть функция 
ф(£, и, х) непрерывно дифференцируема по переменным t и х и удовлетво­
ряет оценке

|<p(i, х, и) | a(t, и) |ж| + b(t, и), (3)

где a(t, и) и b(t, и) — некоторые непрерывные скалярные функции. Пусть, 
наконец, каждой паре {i0, и0} отвечает такое б > 0, что функции

p(z) = a (io, u0, z, б) exp [бр (i0, ия, z,6) ], (4)
q(z) =”Y(io, u0, z, 6) exp [6p(i0, Wo, z, 6)]

удовлетворяют условиям
оо оо

Тогда все обобщенные решения уравнения (1) нелокально продол- 
жимы.

Приведем одно более обозримое следствие из теоремы 2.
Теорема 3. Пусть уравнение (1) виброустойчиво. Пусть функция 

<p(i, х, и) непрерывно дифференцируема по переменным t и х и удовлет­
воряет оценке (3). Пусть, наконец, для каждого А > 0 функция

P(z)= sup I cpx(i, У, U)|
|?|, |и|<Д; |l/|<z
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• ограничена, а функции

a(z)= sup у, и)\,
р|, |и|<Д; |yl<z

Y(z)= sup |ф(£, ?/, u)|
|l[, |u|<A; |y|<z

удовлетворяют условиям
сю oo

Тогда обобщенные решения уравнения (1) нелокально продолжимы.
3. Можно указать и признаки односторонней продолжимости решений, 

в которых на правую часть уравнения накладываются лишь односторон­
ние оценки.

Теорема 4. Пусть скалярное уравнение (1) виброустойчиво вправо. 
Пусть функция ср (t, х, и) непрерывно дифференцируема по переменным 
t и х, а функция

М (х; а) = sup |<р (<,?/, н)|
1'1, |u|<a; 1у|<*

удовлетворяет при любом фиксированном a > 0 условию

dx

Пусть, наконец, существуют такие непрерывные функции и) и т](i, и), 
£(£, и) т](t, и), что функция "ф(£, х, и) неположительна при x^v\(t, и) 
и неотрицательна при х^£,(ф, и), а функция <р/(J, х, и) не меняет знака 
в каждой из областей х r\(t, и) и х Z,(t, и).

Тогда обобщенные решения уравнения (1) нелокально продолжимы 
вправо.

Как показывают примеры, условие знакопостоянства функции 
х, и) не может быть заменено какими-либо оценками по модулю, 

например равномерной ограниченностью этой функции. Теорема 4 может 
быть перенесена на векторный случай (однако при этом существенно 
усложняются формулировки).

4. Второй вопрос, обсуждаемый в настоящей статье,— это вопрос об 
индивидуальной виброустойчивости управлений u(t).

Рассмотрим скалярное дифференциальное уравнение

dx / dt = f[t, х, u(t), и'(t) ] . (5)

Функция f(t, x, и, v) предполагается непрерывной по совокупности 
переменных — °° < t, х, и, v<°°. Для решения x(t) уравнения (5), 
удовлетворяющего начальному условию x(t0) = х0 и отвечающего гладко­
му управлению u(t), будем употреблять обозначение x(t) — x0]u(t).
Назовем пару {i0, х0} точкой виброустойчивости непрерывного 
управления u(t), если для каждой последовательности непрерывно диф­
ференцируемых управлений un(t), равномерно сходящейся к u(t) на 
промежутке [£<>, £i], последовательность функций xn(t) = W[t0, x0]un(t) 
равномерно сходится на некотором промежутке [£0, £г], t0< h. Други­
ми словами, виброустойчивость управления u(t) в точке {£0, х0} означает, 
что уравнение (5) имеет обобщенное решение, отвечающее управлению 
u(t) и удовлетворяющее начальному условию x(t0) = х0. Один из основ­
ных результатов статьи (’) гласит, что необходимым условием виброустой­
чивости управления — константы u0(O =us в некоторой точке {£0, я0} яв­
ляется равенство

f(t0, xt, Ud, и) = av + b. (6)
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Именно по этой причине в предыдущих пунктах рассматривались уравне­
ния (1), а не общие уравнения (5).

В связи с изложенным выше возник вопрос об описании дифферен­
циальных уравнений, правые части которых не удовлетворяют равен­
ству (6), но для которых существуют управления u(t), виброустойчивые 
в некоторой точке {Л>, х0}. Один из классов таких уравнений удалось обна­
ружить.

Рассмотрим уравнение
dx / dt = g(x} | u'(t) | + h{t, x, u(t), u'(t) ], (7)

в котором h(t, x, и, v) — любая равномерно ограниченная функция, а функ­
ция g(x) строго убывает, ?(0)=0и суммируема на (—°°, °°).

Обозначим через Г класс непрерывных управлений, имеющих беско­
нечную вариацию на каждом промежутке.

Теорема 5. Пара {0, 0} является точкой виброустойчивости любого 
управления u(t) еГ для уравнения (7) .

5. Достаточная гладкость функций ср (£, х, и) и ty(t, х, и) гарантирует 
виброустойчивость в каждой точке любого непрерывного управления u(t) 
(см. (1,2)). Если функция <р(£, х, и) не имеет вторых производных, то га­
рантировать виброустойчивость каждого непрерывного управления нельзя. 
Однако верна

Теорема 6. Пусть функция <p(t, х, и) непрерывна по совокупности 
переменных и непрерывно дифференцируема по t и х. Пусть функция 
ф(£, х, и) непрерывна по совокупности переменных и удовлетворяет по 
переменной х локальному условию Липшица.

Тогда любое непрерывно дифференцируемое управление виброустой- 
чиво в каждой точке.

Автор выражает благодарность М. А. Красносельскому, под руковод­
ством которого он работает.
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