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Целью настоящей статьи является определение понятия группы дви­
жения для пфаффовой системы (риманова распределения) с помощью 
вводимого здесь индуцированного оператора Ли. В качестве примеров рас­
пределений (пфаффовых систем) рассматриваются и описываются время 
и пространство. Определение группы движения для времени и простран­
ства ио отдельности может привести к космологическим моделям, про­
странство которых допускает группу движения большей размерности, чем 
пространство — время, за счет того, что время не допускает соответствую­
щей группы. В результате следующего отсюда обобщения понятия одно­
родности космологических моделей, понимаемой как однородность какого- 
нибудь их пространства, может быть увеличен класс однородных моделей.

Метрика g риманова многообразия V" индуцирует некоторые метрики 
а и Ъ на неизотропных ортогонально дополнительных (двойственных) рас­
пределениях Vm" и V£_m , прямая сумма которых образует касательное 
многообразие TV":

п—т 1

TVn - У" + Vn_m,
У" : x !-> < с 7\УЦ X GE yn;

gii(x) = а,Дж) + Ьц(х), =
аца3к = aik, ацЬ3к = 0, b{bik = bik, 

йЬУУ^У", b?:TVn-> Vn_m.
Указанное расщепление однозначно определяется некоторой m-формой 

или полем простого m-вектора на У". В частности, пфаффова форма
со = Uidx', UiU* = 1, i = 0, 1, 2, 3 

при сигнатуре (+-------- ) пространства — времени У4 определяет рас­
щепление пространства — времени на пространство и время (4,2):

ГУ4 = у4 4- у4 = 0 + 2,
где время 0 и пространство 2 определяются как ориентированные поля 
направлений (единичных) вектора и' и ковектора и,, т. е. как двойствен­
ные друг другу римановы распределения (пфаффовы системы) с метри­
ками

, п,
iki

ац = Uiiij, bij = g,j — щщ, i,j = 0, 1, 2, 3.
Интегральная для в конгруэнция кривых Г (и) (временноподобное од­

номерное слоение У4) называется системой отсчета. Она является 
геометрическим эквивалентом некоторого тела отсчета (континуума на­
блюдателей) .

Определим в V" индуцированные операторы частного, лиевского и ко­
вариантного дифференцирования с помощью проекторов (3, '*) а и Ь. Пусть 
имеется тензор (тензорное поле)

Ti...jk...i = ai.b'Va Та.,.bc...d> а, . . I = 1, . . п,
fi...b п b jc...d те. >d a , j a saat"-j =ai ...a3, bk_t = bk ... bt, аг + bi = Oi.

Полагаем
dTJ = d/dxp = = др + dp, Vi = cy + vlt

def h ,
drp rp
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“С- г. jт гр <1.. т гр
a...bc...d i

def _
“ ai..jbk.'.'.l¥pTft...bc...€b ^p r'~~ ^P 4"

, def , , , „
^Ti...ik...i = ^pTi.,,1 + rp...(Vi (g p о + ..., 

„ def „ „ „
L^Ti...! = + Тр'..^Р + - + Ti...pWe-

Отметим следующие равенства:

V\ajk = 0, Viajk = 0, dia1- = О,

- г;)щ, г;; = «$г^,
7{1>'- = д{р; —Тущ> 'Гу = biOjcVab’

Тензоры II, М, N будем называть тензорами внешней неголономностщ 
внешнего кручения и внешней кривизны Vmn соответственно (2). Для ин­
волютивного Vmn имеем М:/1 = 0. Для случая Vmn = О получаем

ij — &ijj -И ij — ’ it’ijU
V iUj = up — ha, fj = ul '\ „иp 

ha = hap + Л[,л = du + co,,-, 
L a = 2X (upp + u^dp In | X |), X = 

Цлц = — 2с,"к(арк — uaa:h — щи1й),
Lvb;j = —2XcZ,j;

= L^»bij + 2 (ukVkl z) b/pUy 4- 2|

L^a.^ = 2Xay, X = ukdkL\

Ь^Ьц — Тг£у — - Vjу = 2u^dyX,

здесь тензор d описывает деформацию, co — вращение пространства Б,, 
а вектор неголономности времени / — ускорение системы отсчета Г (гра­
витационно-инерциальная сила, изменяющая через влияние на скорость 
темп времени тела отсчета) (*,2).

Связь обычного и индуцированного увлечения метрики видна из соот­
ношений (двойственные равенства опускаем):

Г-^'Лу = Л:-оу -X Тр-Ьу Ц- 2у Яад), £ GEE V m‘, 
L-^’Clij = 2g (II ijk IIiki II ikt) ■> t= Vn-m',
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= - L^bi = V^k + (2M^ + HU,
= L^aP + 2^k (Hk™ - Н^})У, 

L^ = Lvaij + 2|”fc (AP\ - H^).

В частности, в первом уравнении второй член суммы компенсирует про­
ектирование, а последний учитывает неримановость внешнего перенесе­
ния индуцированной метрики.

Определение 1. Векторное поле £ называется ли-канопиче- 
ским для двойственных распределений (Vm, a), (Vn-m, Ъ), если

= Lzflu ЦЪц.

Очевидно, пространство и время допускают ли-каноническое поле век­
торов, если

VV jUi = -uiV£i = О,
т. е.

/;О; = 0, |£М; = 0, 4 = цО\
= V— ge,)i,i.

Другими словами, отсутствует деформация и ускорение вдоль вектора 
вращения Q системы отсчета, задающего ли-капоническое направление.

Определим классификацию систем отсчета. Будем считать классом к 
системы отсчета Г класс формы со = иДх' (2). При к = 1, 2 конгруэнция 
Г (и) нормальна (трехмерному слоению), при к = 3 бивектор со4 есть про­
екция на S нормального (двухмерному слоению) бивектора. Синхронные 
системы отсчета исчерпывают класс 1. Время систем отсчета четного клас­
са (2, 4) неголономпо (негеодезично).

При конформном преобразовании = k~2gtj роль единичного вектора 
переходит к вектор^г й' = 'Ли'. Тогда

Д = А+dj ln|X|, (Оу = Л,_1юу, coy = соц — coy In |Х |, соу = Ддоу,

®W — ^~Лц, = I1* IM ^г7)-

Отсюда следует, что время 0 инволютивного пространства S (к = 1, 2) 
копформпо-геодезично (а нормальная изотропная конгруэнция кривых 
просто геодезична). Действительно,

соу = 0 —> щ = X <9,т —> /j = — di In | к

Распределение V„n Минимально, если вектор средней внешней кри­
визны d' 1 / пН^г равен нулю, и геодезично, если Нц = 0. Очевидно, 
любое пространство конформно-минимально, находится в конформном со­
ответствии с минимальным пространством S, деформирующимся с сохра­
нением объемов, а геодезические жесткого (di} = 0) и инволютивного 
(w,j = 0) пространства суть геодезические пространства — времени.

Из тождеств Якоби для проектированных производных (*)
<оу + Vp/я = 0, (Vi + Д) - о,

i. j 0, 1, 2, 3,

следует, что вращение пространства геодезического времени стационарно 
(причем ускорения лежат в плоскости вращения, ДО' = 0), а конформно­
геодезического — конформно-стационарно (изменяется величина, но не на­
правление вращения, параллельное, кроме того, пространственной компо­
ненте ротора ускорения). Очевидна

Лемма. Распределение для внешнего кручения У24(со) (поле направ­
лений простого бивектора <оч) неинволютивно.

Действительно, иначе У24(м) + И?(й) = S инволютивпо. Тензор da 
определяет омбилические (конформно-жесткие) точки и канонические по 
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отношению к времени пространственные направления внешней кривизны 
Идикатрисы внешней кривизны и внешнего кручения пространства 

из-за одномерности времени вырождаются в пары точек.
Геометрия поверхностей уровня кривизны и кручения дополнительно 

характеризует структуру пространства.
Определение 2. Риманово распределение Vmn с метрикой а допу­

скает внутреннюю группу движения вдоль векторного поля если

Ц- Vjgi = 0, £{ = Si + £i, Б j = 1, • • •, п.

Определение 3. Риманово распределение (Vmn, а) допускает 
внешнюю группу движения вдоль векторного поля g, 
если

VfetZij + aihN & + = 0.
Решения уравнений Киллинга для Vmn будем называть внешними 

и внутренними векторами Киллинга для распределе­
ния. Будем говорить также, что распределение Vmn внешне (внут­
ренне) однородно, если оно содержит т линейно независимых внеш­
них (внутренних) векторов Киллинга, и что V,„r‘ внешне (внутрен­
не) жестко, если двойственное распределение Vn-т содержит внешний 
(внутренний) вектор Киллинга для Vmn. Если этих векторов п — т, Vтп 
вполне жестко.

Внешняя однородность времени, очевидно, эквивалентна градиентности 
ускорения /, а внешнюю жесткость времени имеем лишь вдоль вектора 
вращения Q при его ортогональности вектору ускорения. Если, кроме того, 
Q.'dij — 0, то конгруэнции Г (u), E(Q), как упоминалось, взаимно ли-кано- 
нические. В системе координат Q1 = б,г скаляр X = — / /i dxl определяет 
конформное S пространство 2(и‘ = Xzz"), в котором время жестко. Таким 
образом, справедлива

Теорема. Любое гладкое время 0 допускает конформную группу 
движения.

Это является, конечно, следствием одномерности времени, равно как и 
внутренняя однородность времени и внутреняя жесткость пространства. 
Конформная жесткость пространства эквивалентна, очевидно, его омби- 
личпости = деформация изотропна). Если Q;c?;j= 0, то метрика 
пространства постоянна (в смысле внешнего параллельного перенесения) 
вдоль Г(Й), а при /‘ = 0 — вдоль Г (и). Сохранение же метрики при увле­
чении вдоль Г (и) требует d{j = 0, откуда виден характер отличия перене­
сения индуцированной метрики от ее увлечения, и причина этого отли­
чия — кривизна Г4, тяготение, проявляющееся в нежесткости неускорен­
ной и ускорении жесткой (не всегда возможной) систем отсчета.

Примерами изменения групп движения при переходе от распределения 
ко всему многообразию является метрика

ds2 = ch2!1 — 2У.Х dt2 — (dx2 + dy2 + dz2)

(X — космологический член, тензор Т/ = diag (—1, —X, X, А) отвечает по­
стоянному магнитному полю), метрики приводимых и «бинарных» прост­
ранств (6).
Всесоюзный научно-исследовательский институт Поступило
физико-технических и радиотехнических измерений 18 IV 1972
пос. Менделееве Моск. обл.
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