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В работе (‘) был предложен метод, позволяющий для любой бесконеч­
номерной функциональной банаховой алгебры А находить банаховы A-мо­
дули, гомологическая размерность которых больше единицы. В настоя­
щей заметке с помощью этого метода устанавливается утверждение, сфор­
мулированное в заглавии.

Пусть G — локально компактная топологическая группа, А1 (С) —ее 
групповая (банахова) алгебра. Под G (IT (G)-) -модулем или бимодулем 
мы будем подразумевать левый банахов модуль или банахов бимодуль 
над G (IT(G')'). Напомним, что G-бимодуль X является и IT(G)-бимо­
дулем с операциями, определенными формулами f-x=j f(g)(g'x)dg 

G 
и x-f = J f(g)(x-g)dg, f^IT(G), x^X. В частности, G-модуль X, 

G
если его рассмотреть как бимодуль с тривиальным правым действием груп­
пы, может быть отождествлен со скалярным Ll (G)-бимодулем, в котором 
правое внешнее умножение задано равенством x-f = j f(g}xdg.

G
Используемые ниже понятия (относительно) проективного L'(G)-мо­

дуля, групп Ext и гомологической размерности //(G)-модуля X (обозна­
чение dhX) определены в (2). Через С будем обозначать комплексную 
плоскость, рассматриваемую как G-модуль с тривиальным действием; от­
метим, что для любого G-модуля X из леммы 6.1 (2) немедленно следует 
Ext"(C, X) = Hn(L' (G), X), n 0 (определение групп когомологий 
банаховых алгебр см., например, (3_5)).

Группы Ext”(С, X) мы будем называть группами когомологий 
группы G скоэффиц центами вХи обозначать через Hn (G, X). 
(Несколько отличное от приведенного определение когомологии локально 
компактных групп ранее предложил А. Гишарде (е); там же обсуждены 
условия, при которых введенные им когомологии групп выражаются че­
рез когомологии их групповых алгебр. Исходя из общей концепции «выра­
жать всё через Ext» (ср. (’)), мы предпочли именно последние когомоло­
гии взять за основу.)

Теорема. Локально компактная абелева группа G компактна тогда 
и только тогда, когда H2(G,X) =0 для любого банахова G-модуля X.

Для компактной G IT (G)-модуль С, как легко усмотреть, проективен; 
отсюда Ext"(С, X) = 0 для любых п>0 и X. Тем самым необходи­
мость установлена; вся оставшаяся часть работы посвящена доказатель­
ству достаточности.

Предположим, что G не компактна; тогда ее группа характеров G не 
дискретна, и максимальный идеал / = {/ е IT (G): j f(g)dg = 0}, соот- 

G
ветствующий единичному характеру s0, не является изолированной точкой 
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б G. Обозначим через L+‘(G) результат присоединения к Z/(G) единицы 
и через 1+ — максимальный идеал в L+'(G), соответствующий характе­
ру s0. Для любой последовательности sn G зададим в пространстве съ 
всех ограниченных комплекснозначных последовательностей с равномер­
ной нормой структуру L‘(G)- модуля, положив для а = {а„} Е сь f-a — 
~ {/(s„)aj, где / — преобразование Фурье функции / Е L'(G). Тогда на 
основании основной теоремы работы (4) в ее уточненной формулировке 
(§ 9), рассмотренной для А =1+, выполнено по крайней мере одно из 
следующих утверждений:

I) существует одномерный L1 (&)-модуль X, такой, что dhX 1;
П) существует сходящаяся к sa последовательность sn G такая, что 

для Ll (G)-модуля се = I+ <8> сь dh се Д 1;
L‘(G)

Ш) существует сходящаяся к s0 последовательность sn G такая, что 
для идеала М= {f^L^G): f(sn) = 0} и фактор-модуля В = I+ / М 
Ext2(cb, В ® се) 0.

Покажем, что в случае, когда двумерные когомологии группы G триви­
альны, ни одно из этих утверждений не может иметь места. Напомним; (8), 
что для любого банахова пространства Е проективное тензорное произведе­
ние JAfG) ®Е изометрически изоморфно пространству LEl(G) интегри­
руемых Е-значпых функций на G\ в частности, Ll(G) ®Ll{G) = Z?(G2).

I) Лемма 1. Z‘(G) —проективный Ll (С)-моду ль.
Пусть %(g) —характеристическая функция некоторого подмножества 

меры Хаара 1 в G. Рассмотрим морфизм 27(G)-модулей р0: L'(G) -J«- 
->E’(G2) =Ll(G)®Ll(G) такой, что [р0(/) ] (g\, g2) = %(g2)/(gig2). Как 
легко видеть, композиция р0 с каноническим морфизмом (2) тождественна 
на Ll (G), а это означает проективность Li(G).

Для G-модуля X обозначим через Lxl(G) =L'(G) ® X X мор­
физм, определенный формулой лх(Д) = J g-f(g)dg, f Lx' (G). Из оче- 

G
видной связи лл- с каноническим морфизмом и леммы 1 немедленно сле­
дует

Лемма 2. G-моду ль X является проективным IA (G) -модулем тогда 
и только тогда, когда существует морфизм рх (G)-модулей такой, что 
ЛхРх = l.v.

Для характера s е G обозначим через 1„ соответствующий максималь­
ный идеал в Ll(G), а через Т„— автоморфизм алгебры Z‘(G) такой, что 
[71.,/] (g) — s_'(g)f (g)» f 27(G); очевидно, Ta изометрически отображает 
1 на Тем самым определен изометрический оператор Us = Тs ® Тх: 
1Д(£) = L^G) ®I^L\G) ®I„ = L^G).

Л e м м a 3. Для любого s E G идеал Is проективен.
Ввиду С = 27(G) /1, тривиальность двумерных когомологий группы G 

означает, что I проективен; следовательно, существует р = рл обладающий 
свойством, указанным в предыдущей лемме. Но тогда, как легко видеть, 
ps = UspTs~l: Is-+LAS (G) — морфизм //(G)-модулем такой, что jrJg ps = 
= lis. Согласно лемме 2, паше утверждение доказано.

Для всякого одномерного 27 (С)-модуля X либо X = Ll{G) /1, для не­
которого s е G, либо X = L+4(G) / L'(G). Поэтому из лемм 1 и 3 следует, 
что всегда dh X 1, и утверждение (I) не имеет места.

II) Пусть съ — L1 (G)-модуль, построенный с помощью сходящейся к s0 
последовательности sn Е G; обозначим через с подмодуль в сь, состоящий 
из последовательностей, сходящихся к нулю. Условимся писать далее 
Тп, Un и р„ вместо Еп и т. п.

Лемма 4. С точностью до изоморфизма Ll (G) -модулей се = с.
Доказательство немедленно следует из наличия в I ограниченной ап­

проксимативной единице ((9), §31) и леммы 8.5 работы (£).
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Рассмотрим G-модуль G?(G) = E‘(G) ® с; его элементы суть последо­
вательности и= {»„}, b„g£'(G), (g)}ec почти всюду такие,
что I = f (max | ип (g) |) dg < оо. Пусть /= (и e£/(G): и,е/} и 

g «
К = {и е LC‘(G): и„ е ZJ; очевидно, J = I ® с и К = Кет лс. Обозна­
чим через V: J -> К изометрический оператор, (корректно) определенный 
формулой У{гг„} = {Тпип}.

Теперь возьмем G-модуль Ll(G) ® GC‘(G) = GC‘(G2) и рассмотрим его 
подмодули L/ifi) = L'(G) ® 7 и GK‘(G) — L'(G) 0 К. Очевидно, Ljl(G) 
состоит из последовательностей вида v = {z?,,}, vn <= Ti‘(G) =L'{G) ® Zcz 
cL'fG) ®2?(G) = L'(G') и точно так же Lx(fi) —из последовательно­
стей w — {w,}. w, ^ Lg1 (G). Поэтому формула W(vn} = {6’л} кор­
ректно определяет изометрический оператор W: Lj' (G) -> LK' (G).

Лемма 5. К — проективный Ll(G)-модуль.
Для проективного I возьмем р: Z->L/(G) такой, что ядр = 1,. Рассмот­

рим морфизм р7 ~ р ® 1: J = I ® с -> (G) ® с = Z? (G) ® (/ ® с) =
= L‘(G) ® J — L/^G) и оператор рк = К->- LK' (G). Поскольку
Ирл = IIpjII = llpll И для и = {»„} руу(п) = {рп(м„)} (рп — мор­
физмы, введенные при доказательстве леммы 3), рх— морфизм A1 (G)-мо­
дулей, причем, очевидно, лкрх = 1К. Тем самым, согласно лемме 2, наше 
утверждение доказано.

Остается рассмотреть точную последовательность 

0->K->Lc(G)4e->0.

Поскольку модули К и LC'(G) = L‘(G) ® с проективны, а морфизм 
лс, как легко видеть, допустим, она является допустимой проективной ре­
зольвентой Z‘(G)-модуля с = се длины 1. Отсюда dh се 1 и утвержде­
ние (II) не имеет места.

III) Для G-модулей X и Y пространство &(Х, У) всех ограниченных 
операторов из X в У обладает, как известно, структурой G-бимодуля с 
действиями [g-ф] (х) = ?-ф(ж) и [ф-g] (х) = ф^-х), х (= X. g ё= G, 
фе^(1, У). Введем в t$(X,Y) новое левое действие группы, положив 
g оф = g-g>-g~l (ср. (10) и (5)); полученный G-модуль обозначен через 
^(Х, У)0.

Лемма 6. С точностью до изоморфизма Ext71 (X, У) =
= #"(G, $(Х, У)0), п = 0, 1, 2,.. .

Поскольку ЕхТ*(Х, У) = Z7n(T1(G),^(X, У)) ((2), лемма 6.1), а про­
странства коцепей стандартного комплекса для вычислений последних ко­
гомологий суть ^(Z?(Gn), ^(Х, У)) = ^(L‘(G")®X, У) = ^(^‘(G”), У) 
(«сопряженная ассоциативность»), группы Ext"(X, У) могут быть вычис­
лены как когомологии комплекса

О -> 38 (X, У) Л 38 (Ьгх (G), Y)~>38 (Lx (G2), У)-* ...

с кограничными операторами, определенными с помощью формул

[Ml («) = J g- [ф (и (Я, gt, . . gn))l dg + 2 (—1)* J Ф (“ (?v • • •
G K=l G

■ ■ g, g~rgk, • ■ •> gn))dg + (—l)n+1 f ф^-и^, . . gn, g))dg, 
G

где и e ZLxl(G"+1) ii i|-e 38 (Lxl (Gn), У), n = 0,1,... Аналогично, группы 
Hn(G, 38(X, У)0) = Ext”(C, ^(X, У)°) могут быть вычислены как кого­
мологии комплекса, состоящего из тех же коцепей, однако с другими ко- 
граничными операторами б„°; п = 0, 1,..., определенными формулами
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[6°^] (U) = ^g- [^(g 1-u(g, gv . . gn))] dg +
G

n
+ 3 (~ !)* J • • •, g, g-1^, • • ; gn))dg

K=1 G

+ (— i)n+1$ G G?i> • • •> gn, g)) dg.
G

Сопоставим каждому ф e ^{Lxl{Gn), У) элемент хп(ф) того же про­
странства, определенный равенством [х„(ф)](п) = i|?[(gi... gn)_1w(gi,... 
..., g„) ]; очевидно, z„ — изоморфизм линейных пространств, причем, как 
нетрудно проверить, х„б„ = d„°z„-i, п — 0,1,... Таким образом, семейст­
во х = {%„} является изоморфизмом обоих комплексов; следовательно, их 
когомологии совпадают. Лемма доказана.

Как легко видеть, для последовательности s„, заключенной внутри не­
которого компакта в G, Ll (G) -модули сь и В ® се суть также и G-модули. 
Отсюда на основании предыдущей леммы Ext2(c6, В ® се) = 0 и утверж­
дение (III) не имеет места.

Конец доказательства. Итак, для группы с тривиальными дву­
мерными когомологиями ни одно из утверждений (I) — (III) не имеет 
места; в то же время для некомпактной группы хотя бы одно из них вы­
полнено. Тем самым достаточность установлена, и теорема полностью до­
казана.

им. М. В. Ломоносова

Механико-математический факультет 
Московского государственного университета

Поступило
29 X 1971

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 А. Я. Хелемский, Сборн. тр. каф. теор. функц. и функц. анал. МГУ, i, 
1972. 2 А. Я. Хелемский, Матем. сборн., 83 (125), № 2 (10) (1970). 3 Н. Ka­
rn о wit z, Trans. Am. Math. Soc., 102, № 2 (1962). 4 A. Gui char det, C. R., 262,
A38 (1966). 5 В. E. Johnson, Cohomology in Banach Algebras, 1970, Preprint.
6 A. Guichardet, C. R., 262, A118 (1966). 7 А. Картан, С. Эйленберг.
Гомологическая алгебра, М., 1960. 8 A, Grothendieck, Mem. Am. Math. Soc.,
16 (1955). 9 M. A. H ай марк, Нормированные кольца, М., 1968. 10 С. Маклейн,
Гомология, М., 1966.


