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1. Рассматривается система дифференциальных уравнений
п

МТ = — У + 2 pm (х, у),

п
2 Qrn у).

7П=2

(1)

где Рт (х, у) и Qm (х, у) — однородные полиномы степени т.
Начало координат фазовой плоскости ху является для системы (1) 

особой точкой типа центра или фокуса. Условием центра является обра­
щение в нуль всех ляпуновских величин. Известные методы различения 
центра и фокуса требуют вычисления конечного, иногда достаточно боль­
шого, числа ляпуновских или им эквивалентных величин. Эта весьма тру­
доемкая работа может быть проделана с помощью ЭЦВМ. Для вычислений 
удобны методы, позволяющие осуществлять внутренний контроль вычис­
лений в силу симметрии получающихся выражений. Это реализуется при 
переходе к комплексно сопряженным переменным (*)•

2. Система (1) преобразуется в

dz z + Z (z, z) /<n
dz z -pZ(z, z) ’

Z = X + iy,

Наличие центра в 
морфного интеграла

k-m-k z z

начале координат равносильно существованию голо-

оо т
Ф(з, Z)= 2 2 ^k,m-kzkzm'k

TH—0 k=o
(3)

уравнения

(4)

Функции Ф (z, z) сопоставляется последовательность (т + 1)-мерных ком­
плексных векторов Фж с компонентами, являющимися коэффициентами 
однородных полиномов степени т из (3):

Фи == {Фо, т', Ф1, m-i', • ■ • ; Ф?и-1, 1! Фот, о} •

Для того чтобы в начале координат был центр системы (1), необходимо 
и достаточно (2), чтобы векторное уравнение (4) имело решение 
Ф — {Ф,„}, удовлетворяющее условиям
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Фо, о — Фо, 1 — Ф1, о — Фо, 2 — Фг, о — О,

Ф1, < =_1,
т—к Л, ft,

Фл, л = О, к 2.
Векторы Ф„, находятся по рекуррентной формуле

Фщ == — Ст, т | 2 ^т. гФ;! > w 2, (5)
1 г=2 J

Здесь Ст, i = {сгГ’0 — матрица из т + 1 строк и I + 1 столбцов, причем 

Crs ’ — (I s) dr-s, m-l+l “F Sdm-l-r+s, m-l+lt

где r — номер строки, s — номер столбца, Cm1™— квадратная диагональная 
(т + 1) -матрица с элементами вида

гб
т _ ■ при т =/= 2s; 6,.s — символ Кронекера;

О при т = 2s.

Ляпуновские величины имеют тогда вид
4k—1 

а2б+1 = I 2 ;Ф;,
Z=2

где Tn i — средняя строка матрица С2к, i.
Поскольку все элементы матриц, входящих в (5), содержат мнимую 

единицу i множителем, вектор Фт пе будет иметь мнимого множителя.
3. При реализации алгоритма следовало учесть особенности, вытекаю­

щие из существа поставленной задачи: необходимость проведения дейст­
вий над полиномами, коэффициенты которых являются обыкновенными 
дробями, и невозможность приближенного представления этих дробей как 
в записи исходной информации, так и на всех промежуточных этапах. 
Этим требованиям не удовлетворяют известные методы выполнения дей­
ствий над полиномами с помощью ЭЦВМ (3_5).

Для реализации алгоритма была построена арифметика обыкновенных 
дробей, сохраняющая целочисленность числителя и знаменателя. По со­
ставленной программе последовательно вычисляются ляпуновские величи­
ны, причем каждая следующая — в предположении равенства нулю всех 
предыдущих.

Как видно из (5), для построения вектора Ф,„ необходимо хранить 
в оперативной памяти машины предыдущие векторы, что предъявляет 
определенные требования к объему памяти ЭЦВМ.

4. Описанный алгоритм был применен для вычисления ляпуновских 
величин систем типа (1) с помощью ЭЦВА1 «БЭСМ-4».

а) Для системы

= — У + Рз (?, У), (х, У),

приведенной к виду (2), где

Z(z, z) = az5 + pzz2 + yz2z + 5z3,

получены шесть последовательных ляпуновских величин

a3 = к3($ — р),
а5 = к5(ау — ay),
a7 = &7[(a26 — a25) + 8/3(ay6 — ауб) + (у2б — у 2б) ], 
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а9 = fc9[(«v6 — ау5) + 7з(у2б — №6)] j5,
йи = ки [ (ауб — Qy5) (207Лау + 65) +

+ (Угб — у2б) (—134aу + 6071г'уу + 7зб5) ], 
ct13 = 0; к} — const.

Условия обращения в нуль величин а2ь+1, к = 1,... , 6, эквивалентны 
достаточным условиям центра, данным в (е).

b) Для системы

= — У + Л (х, у), = (х, у)

приведенной к виду (2), где
Z(z, z) = az5 + pzz4 + yz2z! + 6z3z2 + ez4z + &5,

первые три условия центра имеют вид
аз = кг (у — у) — 0,
а5 s== к5[(ae — as) + (j36 — р5)] =0, 
a? s &7[(a0g — apg) -f- 7г(аб2 — аб2) —

— 7г(арб — а|35) + 7г(абС — аб?) + 7г(Рбе — рбе) +
+ 3(₽s£~H) +7г(62е —б2е) + 5/2<бе?-5В£)] =0; = const..
c) Для системы

= — У> =x + Q2{x,y') + Q3 (х, у),

приведенной к виду (2), где
Z(z, z) — az2 + pzz + az2 + yz3 + 6zz2 + 6z2z + yz3,

первые три условия центра имеют вид
а3 == &г[(а — а)|3— (б —5)]=0, 
а5 ks[(а — a) (ay + ay) + (Y — Y) (’Дар + Зр2, — 3/25) ф-

+ (б - 5) (—2аа - 9/2ар - р2 + 726)] = 0,
а7 == fc7[(a2 — a2)7i252 + (у — у) (7i4aay + 7гаау — ааб ф- 

+ 19/2а2р2 + 7щ2у ф- 227i&P3 + Зару ф- 27s«Py —
- 574aps_+ S67sp4 + 3/4p2Y + 72р2у - 127Лрг5 + 7syy - 7вуб -

— 74уб ф- ‘7зб2) + (б — 5) (—7гаау ф- 37/ваау ф- 74ааб ф- 
+ 7/12аа_б - 37за3р - 1572Й2Рг + 37»а2у - 15712а2б ф- 

+ 15712й25 - 1363/12ар3 + 55/3ару + S3 7 24apy - 293/6арб ф- 
+ 98712&рб - 187зр4 + Р2у - гз/4р2у - 7еР2б ф- 425ЛР2б ф-

+ 274уу - г7зу2 + 3Ау§ + 527иуб - 57зуб + 7/24бб - ^б2) ] = 0;
kj — const.

Последние формулы показывают, в частности, что условия 1), приве­
денные в (7), не являются условиями центра, поскольку в этом случае 
а5 0.

Третье условие центра, данное в (8), ошибочно, так как оно противо­
речит известным условиям, соответствующим частному случаю 
QAx, у) = о о.
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