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Методы регуляризации, предложенные А. Н. Тихоновым (1, 2), имеют 
существенное значение для численных расчетов, реализуемых при помощи 
цифровых вычислительных машин, в самых различных областях науки 
п техники; в частности для синтеза оптимальных систем по критерию 
минимума среднего квадрата случайной ошибки в теории стохастического 
управления, приводящего в обычной постановке к некорректно поставлен­
ным вариационным задачам или некорректным операторным уравнениям, 
определяющим необходимые и достаточные условия экстремума. К подоб­
ным задачам относятся задачи Винера, Пелегрена, Заде и Рагацини, Бу­
тона и др. (3). Поэтому, если иметь в виду применение цифровых вычис­
лительных машин, то можно сказать, что для решения данных задач проб­
лема оптимального управления до недавнего времени была лишь постав­
лена, но не решена.

Работы (', 2), послужив исходным импульсом для работ ('*, 5), привели, 
в частности, при решении задач оптимального стохастического управле­
ния к подходу (принцип минимальной сложности), отличающемуся от 
того, который изложен в (\ 2). Ниже рассматриваются особенности этого 
подхода, его связь и отличие от метода регуляризации (2).

Пусть k (t) — импульсная переходная функция и ■/ (/с) — функционал 
цели управления с областью определения У, J(к) — непрерывный, неот­
рицательный функционал. Для синтеза оптимальной системы должна ре­
шаться задача отыскания нижней грани функционала J (к) на множест­
ве У:

inf7(A), k^Y. (1)
Экстремальная задача (1) корректно поставлена, если она 

имеет и притом единственное решение k0(t) и всякая минимизирующая 
последовательность для функционала J(к) сходится к k0(t).

Другой путь определения оптимальной импульсной переходной функ­
ции k0(t) — решение операторного уравнения, определяющего необходи­
мые и достаточные условия экстремума (1). В статистической динамике 
систем автоматического управления подобные функциональные уравнения 
являются операторными уравнениями 1-го рода вида:

Ак = у. (2)

Задача решения операторного уравнения корректно поставлена 
по Адамару, если решение существует, единственно и устойчиво от­
носительно малых вариаций исходных данных.

При решении задачи оптимизации по принципу минимальной слож­
ности, когда множество Q допустимых функций есть область определения 
функционала сложности А(&), необходимо воспользоваться правилом 
множителей Лагранжа и минимизировать функционал

= N(k) +М(/с), Qsy. (3) 
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где — множитель Лагранжа 5). Фиксируется то значение X,, при ко­
тором удовлетворяется функциональное уравнение J(k) = о, где а — до­
пустимый уровень критерия качества системы.

Используя (3), установим связь принципа минимальной сложности 
с методом регуляризации некорректных вариационных задач Л. Н. Тихо­
нова в случае отсутствия сходимости минимизирующей последователь­
ности к точному решению экстремальной задачи (1). При этом, согласно 
А. Н. Тихонову, минимизируется сглаживающий функционал 

М(к) = J(k) + ай(Х), (4)

где Й (к) — регуляризирующип (стабилизирующий) функционал, G — об­
ласть определения й (к). Относительно й (X) предполагается, что он не­
прерывный, неотрицательный функционал, обладающий тем свойством, 
что при любом d > 0 множество Рл = {к: кг G, Й(Х) «5 d] является ком­
пактным в У и известно, что решение Хо(£) исходной вариационной зада­
чи минимизации J(к) на множестве У принадлежит G.

Функционал (3) при м =А 0 легко трансформируется к виду функцио­
нала (4):

(X) J {к) -j- a/V (X), (,j)
где a = 1 / Xi.

Для регуляризации экстремальной задачи (1), согласно методу, пред­
ложенному в (\ 2), необходимо было бы выбрать функционал Л'(Х) так, 
чтобы он обладал теми же свойствами, что и функционал Й(Х) в (4) 
и о = Оо = inf J (к), к е У. При решении задач стохастического управле­
ния выполнение этих требований может быть связано с определенными 
трудностями. Для того чтобы выявить эти трудности, сравним подходы 
к решению задач оптимального управления на основе принципа мини­
мальной сложности и на основе метода регуляризации.

1) В случае оптимизации по принципу минимальной сложности суще­
ствование решения экстремальной задачи inf/(X), к е У, и принадлеж­
ность его множеству Q s У, на котором определен функционал сложности 
N(k), не требуется, между тем как в случае регуляризации должно быть 
известно, что указанное решение существует и принадлежит к Q.

В связи с этим возникает проблема доказательства теоремы существо­
вания и единственности, что может быть связано со значительными труд­
ностями.

2) Если в методе регуляризации (*, 2) основная цель — построение 
приближенных решений (функций), сходящихся к точному решению 
kv(t) (этим и определяется выбор параметра регуляризации а), то при 
решении задачи по принципу минимальной сложности требуется обеспе­
чить близость показателя качества (числа) к требуемому значению о.

Ясно, что первая задача сложнее, чем вторая.
3) Метод регуляризации может привести к физически нереализуемым 

решениям. Например, при синтезе линейных стационарных систем из­
вестно, что в случае, когда спектральные плотности рассматриваемых 
стационарных эргодических случайных процессов являются дробно-рацио­
нальными функциями, экстремум J(к) достигается на множестве обоб­
щенных функций. Поэтому, если применять метод регуляризации к ре­
шению этих задач, то область определения функционала й (X) также долж­
на содержать обобщенные функции. Однако практически реализация 
оптимального оператора, содержащего обобщенные функции и их произ­
водные, затруднительна.

Поэтому при таком подходе для решения задачи синтеза необходимо 
после определения оптимального оператора аппроксимировать его опера­
тором, допускающим практическую реализацию. Вряд ли целесообразно 
вначале отыскивать решение в более широком классе, например в классе, 



содержащем обобщенные функции, а затем аппроксимировать его желае­
мым оператором в более узком классе, не содержащем эти функции.

При применении принципа минимальной сложности делается созна­
тельный отказ от множества всех допустимых функций, на которых опре­
делен функционал /(А), к множеству, более узкому. При этом, как было 
указано выше, существование решения задачи минимизации J(к) на Y 
и принадлежность его множеству Q (область определения функционала 
сложности ЛТ(А)) не предполагается.

Если экстремальная задача (1) имеет решение в L?, то бывает необхо­
димо дальнейшее сужение и этого класса, так как часто требуется учиты­
вать неизменяемую часть системы (например, объекта управления) для 
физической реализуемости корректирующего контура.

4) В случае принципа минимальной сложности параметр регуляриза­
ции выбирается исходя из уравнения J(к) = о, где о — заданное значение 
показателя качества, между тем как в случае математического метода 
регуляризации параметр регуляризации а при возмущенных данных дол­
жен быть определенным образом согласован с величиной этих возмуще­
ний. Известные методы такого согласования, во-первых, требуют знания 
погрешности исходных данных, которую обычно трудно определить, во- 
вторых, процесс согласования сводится к многократному решению задачи 
при различных а или с различным набором исходных данных. Следова­
тельно, такой подход сложен и при его алгоритмической реализации.

5) Функционал сложности N[k) выбирается исходя из специфики рас­
сматриваемой задачи управления и обеспечивает не только ее регуляри­
зацию, но и минимизацию сложности.

Выбор регуляризующего функционала Q (к) обусловлен лишь тем, 
чтобы обеспечить сходимость минимизирующей последовательности к точ­
ному решению k0(t) экстремальной задачи inf J(к).
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