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(Представлено академиком И. Н. Векуа 22 V 1972)

1. Пусть Н — сепарабельное гильбертово пространство со скалярным 
.произведением (•, ■) и нормой || ■ II, а LAH, (а, Ь)), —
гильбертово пространство вектор-функций y(t), Je (а, Ъ), со значениями 

ь
Н, для которых ^ || ?/(г) ||2 бй < оо. Выберем в Н какой-нибудь оператор I 

со свойствами: 1*=1, 1г=Е (Е — тождественный оператор) и рассмот­
рим дифференциальное выражение

Цг/] = iZdz//df + Ay + g(f)i/, (1)
где А — самосопряженный оператор в И, коммутирующий с I: 1А=А1,. 
a q(t) — непрерывная в равномерной операторной топологии операторная 
функция, значениями которой являются самосопряженные ограниченные 
операторы в Я. Кроме того, предполагается, что операторная функция 
(А — ХЕ)q(t) (Л — ХЕ)"1 хотя бы для одного X с Im X =#: 0 непрерывна в 
равномерной топологии на промежутке [а, 6].

На множестве D,,' финитных непрерывно дифференцируемых на [a, 6] 
вектор-функций y(t) таких, что у(1) при каждом t [а, Ь] принадлежит 
области определения ША} оператора А и 1[у] L.(H, (а, &)), зададим
оператор Lo': L0'y = l[y], y^Da'. Замыкание Ео эрмитова оператора La' 
в Ьг{Н, (а, Ь)) назовем минимальным оператором, порожденным выраже­
нием (1), а сопряженный к Lo оператор Ео* — максимальным оператором.

В этой заметке с помощью методики, развитой в (‘“4), изучаются об­
ласти определения минимального и максимального операторов. В случае, 
когда интервал [а, 6] конечен или полубесконечен, дается описание всех 
максимальных диссипативных (в частности, самосопряженных) расшире­
ний в L2(H, (а, Ь)) минимального оператора Ео в терминах граничных 
условий, а также исследуется спектр этих расширений. Если же [а, Ь] со­
впадает со всей числовой осью, то показывается, что Ео — самосопряжен­
ный оператор. Далее устанавливается разложение по собственным функ­
циям уравнения Цу]=Хг/. В предположении, что dim Н < °°, близкие 
вопросы рассматривались многими авторами, о чем подробно см. в (5, 6). 
В случае, когда dim Е = 00 и в выражении (1) отсутствует неограничен­
ный оператор А, некоторые из рассматриваемых вопросов изучены в (7, s).

Заметим, что наличие в выражении (1) неограниченного оператора А 
дает возможность применить полученные результаты к исследованию не­
которых уравнений с частными производными.

2. На множестве Н+ = D(А) введем скалярное произведенпе (/. g)_ = 
= (Af, Ag) + (/, g). Тогда E+ является гильбертовым пространством с 
позитивной нормой относительно И. Обозначим Е_ соответствующее про­
странство с негативной нормой (9). Оператор А непрерывно действует из 

1268



Н+ в II. Тогда сопряженный к нему оператор А, действующий из Н в Н-, 
является расширением оператора А. В силу того, что IA= AI, оператор 
/ можно расширить по непрерывности па Н_. Полученный оператор I 
также обладает свойствами: Z2 = Е, Т* = Т, АТ = ТА. Обозначим

l[y] = Т dy / dt + Ay + q(t)y. (В)
Лемма 1. В случае, когда интервал [а, конечен, область опреде­

ления D (LT) максимального оператора LT состоит из тех и только тех 
вектор-функций y(t), которые представляются в виде

t
у (t) = eiIAtf — И eiIAd-xyh (х) dx, (2)

где f е II, h(x) е L2(II, (a, b)).
Обозначим D' множество всех непрерывно дифференцируемых в Н+ 

вектор-функций, а сужение Lo* на D' — через L'. Из представления (2) 
вытекает, что в случае конечного интервала замыкание 
оператора L' в LAJ1, (а, Ъ)) совпадает с Lo*. Отсюда нетрудно 
установить следующую формулу интегрирования по частям: для любых 
y(t), z(t) D(L0*), t е= [а, b], — оо < а < z < °°,

ь ь
J в [у] (0, 2 (0) dt — J (У (0, И (0) dt = i (1У (0, 2 (0) la V (3)

а а
ОО оо
( (I [У ] (О, 2 (0) dt — \ (у (О, I [Z] (0) dt = — i (Iy {a), z (a)) (4)
a a

в случае полубесконечного интервала. Пользуясь теперь представлением 
(2) и формулами (3) и (4), получим следующую теорему.

Теорема 1. Область определения D(L0*) максимального оператора 
LT, — а < b ^ °°, состоит из тех и только тех вектор-функций 
y(t)<^L2(H, (а, Ь)), которые удовлетворяют условиям: 1) z/(i) непре­
рывна в Н и абсолютно непрерывна в II. на каждом конечном промежут­
ке из [а, 5]; 2) Г[г/] <= LZ(H, (а, Ь)). При этом L0*y = Г[г/].

Область определения D(L0) минимального оператора Lo в случае, 
когда промежуток [a, Z;] конечен, состоит из тех и только тех вектор- 
функций y(t) которые обращаются в нуль на концах сегмента
[а, Ь]; если же промежуток [а, 6] полу бесконечен ([а, = [а, °°)), то
D(L0) состоит из тех и только тех вектор-функций y(t) ^D(L0'), для ко­
торых у(а) =0. Наконец, если [а, &] совпадает со всей числовой осью, 
то оператор Lo самосопряжен.

3. Расширение L минимального оператора То называется диссипатив­
ным (аккумулятивным) (10, “), если для любой вектор-функции z/(f) е 

-еТЭ(Л) Im ((Z7z/)(t), y(t))dt^Q (=С 0). Это расширение называ­

ется максимальным диссипативным (аккумулятивным), если оно не 
имеет в LZ(H, (а, Ь)) собственных диссипативных (аккумулятивных) рас­
ширений. Расширение L является симметрическим в том и только в том 
случае, когда оно одновременно максимальное диссипативное и макси­
мальное аккумулятивное. Имеет место

Теорема 2. Каково бы ни было сжатие К в пространстве Н, гра­
ничные условия

(К— Е)1 [у(Ь) — у(а)] + (К + Е)[у(Ь) +у(а)] =0, (5)

(К —E)I [y(b) — у(а)] — (K + E)[y(b) +у(а)] =0 (6)

определяют соответственно максимальное диссипативное и максимальное 
аккумулятивное расширения оператора La в пространстве LZ{H, (а, Ь)), 
— °° < а < Ъ < оо.
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Обратно, всякое максимальное диссипативное (аккумулятивное) рас­
ширение L оператора Lo в L2(H, (а, Ь)) порождается операцией Г[у] и 
граничным условием вида (5) ((6)). Максимальные симметрические рас­
ширения оператора Lo в L2(H, (а, Ъ)) описываются условиями (5) и (6), 
в которых К — изометрический оператор. Эти условия задают самосопря­
женное расширение тогда и только тогда, когда К унитарен.

При I = Е условия (5) и (6) приобретают вид
Ку(Ь)=у(а), Ку(а) = у(Ъ).

В случае полуоси теорема об описании максимальных диссипативных 
(аккумулятивных) расширений оператора Lo выглядит так.

Теорема 3. Всякому максимальному диссипативному (аккумулятив­
ному) расширению Е оператора Lo в пространстве Ь2(Н, (а, Ъ)) соответ­
ствует граничное условие у (а) ^М, где М — I-неположительное (1-неот- 
рицателъное) максимальное подпространство в II (см. (12)), и наоборот* 
причем это соответствие взаимно однозначно. Максимальные симметриче­
ские расширения оператора Lo описываются граничным условием у (а) е 
<== М, где М с Н — максимальное 1-нейтралъное подпространство. Это усло­
вие задает самосопряженное расширение Lo в LZ(H, (а, °°)) тогда и толь­
ко тогда, когда М —гипермаксимальное 1-нейтралъное подпространство' 
(12). При этом существование самосопряженных расширений возможно- 
лишь при условии dim P+II = dim Р-Н, где Р± — проекторы на собствен­
ные подпространства оператора I, соответствующие собственным значе­
ниям, ± 1.

4. Рассмотрим интегральное уравнение
t

СО (t, X) = + i eiI(A-XE)(f-s)/g, fig'
a

Методом последовательных приближений можно показать, что это 
уравнение имеет единственное решение в классе непрерывных на любом 
конечном промежутке из [а, Ь] в равномерной операторной топологии 
операторных функций, которое аналитически зависит от X и удовлетво­
ряет условию со (а, X) = Е. При Im X = О оператор со (t, X) является /-уни­
тарным, т. е. со*(С X)Zco(i, л) =co(i, X)/co*(i, X) = /. Если f^D(A), то 
со(£, k)f—решение уравнения /[г/] = Хр; при / е Н e)(t, k)f—решении 
уравнения 1[у] = ку.

Обозначим
Dl (X) = [(К - Е) I ± (К + Е) со (b, X)] + [± (К + Е) - (К - Е) /].

Ясно, что /)К+(Х) и Ок_(Х) — целые операторные функции. Оказыва­
ется, что особенности оператор-функций (Z)K+(X))_1 ((DK~(k) )~‘) тесно 
связаны со спектром максимального диссипативного (аккумулятивного) 
расширения LK оператора £0, соответствующего граничному условию (5) 
((6)). Именно, имеет место

Теорема 4. Точка К принадлежит спектру максимального диссипа­
тивного (аккумулятивного) расширения LK тогда и только тогда, когда- 
О —точка спектра оператора DK+(k) (DK~(k)), причем, если X — собствен­
ное число кратности тп, точка непрерывного спектра, точка остаточного 
спектра оператора Ек, то 0 является соответственно собственным числом 
кратности т, точкой непрерывного спектра, точкой остаточного спектра 
оператора DK+ (Л) (Z)K_(X)).

Из этой теоремы вытекает, что в случае, когда I == Е и q(t) = 0, спектр 
оператора Ек имеет вид {о + 2Хл / (Ъ — а)}, к —0, ±1, ±2, ..., где 
{су} — множество решений в промежутке [0, 2л/ (Ь —а)) уравнения 
е-А(ь-а) _ в КОТОрОМ ц пробегает спектр оператора К. Отсюда можно 
прийти к следующим утверждениям.

Следствие 1. Если dim Н = °°, то, каково бы ни было замкнутое- 
множество F в промежутке [0, 2л/ (Ь — а)), всегда существует самосо­
пряженное расширение минимального оператора Lo, порожденного выра-
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жением (1) с I = Е и q(t) = 0, спектр которого совпадает с множеством 
{F + 2кп / (Ь — а)} = {/,: л = а + 2/гп / (Ь — а), а е F, к = 0, ±1, . .

Следствие 2. В случае dim Н = °° и I = Е не существует самосо­
пряженных расширений оператора Lo, спектр которых был бы дискретным.

Как показывает следствие 2, случай dim Н = °° противоположен слу­
чаю dim Н < оо в том смысле, что при dim Н < °° все самосопряженные 
расширения минимального оператора имеют дискретный спектр, причем: 
собственные значения всех таких расширений имеют одну и ту же асимп­
тотику ~ 2кп / (Ь— а), что следует из теоремы 4 и асимптотической 
теоремы Фань-Цюя (5).

5. Сопоставим каждой финитной на [а, ?>] вектор-функции из
Li\H, (а, &)) вектор-функцию

ь
У (У) = $ (t, к) у (0 dt,

а

которая является целой по Л. Используя результаты, относящиеся к обоб­
щению метода направляющих функционалов М. Г. Крейна (см. (13, i4)), 
получим следующую теорему.

Теорема 5. Существует операторная функция распределения 
p(2v), к е (— °°, оо) (неубывающая эрмитова операторная функция, значе­
ниями которой служат ограниченные операторы в Н, р(0) =0, р(Х —0) = 
= р(Л.)) такая, что для произвольных вектор-функций y(t), z(t) е 
^L2(H, (а, Ъ))

Ь оо

J (у (0, Z (0) dt = J (р (dl) у (k), z (X)); (8).
а —оо

оператор-функция р(2.) единственна тогда и только тогда, когда оператор 
L, максимальный симметрический. В случае dim Р+Н = dim Р-Н единст­
венность оператор-функции р(Х) будет лишь тогда, когда — b = °°.

Если интервал [а, &] конечен, то можно установить, что минимальный 
оператор Ео является целым в смысле М. Г. Крейна и Ю. Л. Шмульяна 
(|3, 16) с обобщенным масштабом М = {6„/} (/ пробегает II), где оператор 
6а определяется соотношением <6„/, у(7)> = (/, у (а)); здесь y(t) — произ­
вольная непрерывная в II вектор-функция. Используя результаты (13, 16), 
можно дать описание всех операторных функций распределения, участ­
вующих в равенстве (8), в том случае, когда интервал [а, Ь] конечен.

В заключение авторы выражают благодарность Ю. М. Березанскому 
за внимание к этой работе.
Институт математики Поступило
Академии паук УССР 22 IV 1972:
Киев
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