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Пусть р е (0, °°); Нр = Яр(0, °°) обозначает пространство функций, го­
ломорфных в правой полуплоскости, для которых

оо
||/(2)|| = SUP ( |/(X + i?/)|Pdy)1₽<oo.

ж>0 '-'к,

Пусть А = {Х„} — последовательность комплексных чисел, Re > 0. 
Введем оператор Т, действующий в Нр по правилу: Tf(z) = {/(Х„)}. Бу­
дем писать ТНрс:1р, если Tj^lp для Vf^Hp; и ТНР^1Р, если для 
V{cn} е lp AfeJK так, что Tf — {с„}. Пишем ТЛР =МР, если одновре­
менно ТНР ~1Р и ТНР^1Р. Настоящая работа устанавливает критерий со­
отношения ТНР = 1Р.

Теорема. Для того чтобы ТПр(0, °°) = Zp, необходимо и достаточно, 
чтобы 1°) 0 < inf Re A.„ < sup Re < °°, 2°) inf | Tn — X,„ | > 0.

n^m
Пусть 77"{|z| < 1} есть пространство функций, голоморфных в круге

2л
|z| < 1, для которых ||g|| = sup ((* | g (re10) |Pd0) P сю; T — оператор. 

г<1 о
действующий в №{|z| < 1} по правилу: Tg = {g(zn) (1— |z„|2)1/p}, 
|z„| <1. Известен (см. (4), гл. 9) следующий результат (принадлежащий 
Л. Карлесону (2), Г. Шапиро и А. Шилдсу (*), В. Кабайла (5) соответст­
венно при р = оо, р е [1, °°), р е (0, 1)):

ТНР = Zp <Н> inf П I zk — ||1 — znzk |_1 > 0.

Мы не рассматриваем случай р = °°, так как он сразу вытекает из теоремы 
Л. Карлесона, если воспользоваться отображением круга на полуплос­
кость.

Лемма 1. Оператор f (w)(i — z)~2'p f устанавливает изо­
морфизм между пространством Нр(0, °°) и пространством Нр{|z| < 1).

При р 1 лемма доказана в (3). Если /е Нр, р < 1, то следует вос­
пользоваться факторизацией f = EB, где E(z) е Нр и тте имеет корней, 
B(z) —функция Бляшке. Затем к функции Ep(z) е Н' применить лемму.

Лемма 2 (4). Для Vg е Нр {| z | < 1}
|g(z) | C||g|| (1 — |z|)-1/p, |z|<l.

Из лемм 1, 2 выводится
Лемма 3. Если / е Нр (0, °°). то

|/(z) | A Cx~'/p\\f\\, x = Rez>0.

Лем м а 4. Если ТНР =з 1Р, то sup Re л„ < °°.
Если бы sup Re то нашлась бы подпоследовательность {р „} по­

следовательности {У} так, что {(Re ц„) ~1,р} <= 1р/2. Тогда по лемме 3 
{/(ц,.)} ^1р,г для \Д^НР. Значит, если {сп} е 1Р, но {с,,} 1р,г, то не су­
ществует / е Нр такой, что /(ц„) = с„.
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Л е м м а 5. Пусть Re л„ > 0, lim Re = 0. Тогда существует подпосле­
довательность {ц„} последовательности {Х„} так, что Я {/„(ip)} функций, 
голоморфных и равномерно ограниченных в полуплоскости Re w > О и та­
ких, что /Дц„) = бЛ„.

Обозначим через {z„} последовательность прообразов точек {^„} при 
отображении w = (1 + z) (1 — z)~l круга |z| < 1 на полуплоскость Re w > 
> 0. Очевидно, lim |z„| =1. Тогда (3) существует подпоследовательность 
{£„} последовательности {z„} так, что | > 6 > 0 для Vn, где
5„(z) —функция Бляшке с корнями Искомой будет последова­
тельность образов функций (B„(^„))_17?„(z) при отображении w = 
= (1 + z) (1 —z)-1.

Л е м м а 6. Пусть Re > 0 и lim Re = 0. Тогда Э/ <= Нр такая, что 
lim | /(Х„) | > 0.

Пусть ф е Нр, |ф(г) | оо при z-> 0. Существует подпоследователь­
ность {р„} последовательности {^„} так, что одновременно выполняются 
утверждения леммы 5 и 2 | <p(Re р„) |_1 < °°. Пусть {/„}—функции из 
леммы 5; рассмотрим ряд

Лг) = 2 fn С) <р (z — i Im pn)
Ф (Не pn) (1)

Так как ||<p(z — i Im ци) II = 11ф(г) II, то, благодаря сходимости ряда 
2|ф(Ие ц„) |-1 и равномерной ограниченности |/„(z) |, ряд (1) сходится 
в метрике Пр. В силу полноты Нр, j^Hp. Очевидно, /(ц„) = 1.

Уместно сравнить лемму 6 со следующим известным (3) свойством 
классов Нр-. f(z) ->0 равномерно при zRez^6>0.

Из леммы 6 непосредственно следует
Л е м м а 7. Если ТНР <= 1р, то inf Re > 0.
Лемма 8. Пусть Р — оператор, действующий в Нр по правилу 

Pf(z) = {/(М (Re Тп)1/р}. Для того чтобы РНр = 1р, необходимо и доста­
точно, чтобы

infll >0. (2)

Благодаря лемме 1, лемма 8 эквивалентна упоминавшемуся результа­
ту об операторе Т в пространстве №{|z| < 1}.

Доказательство теоремы. Из лемм 4, 7 следует необходимость 
условия 1°). Теперь соотношения ТНР = 1Р и РНр = 1° выполняются одно­
временно. По лемме 8 имеет место условие (2). В произведении (2) каж­
дый сомножитель не превосходит единицы. Поэтому, если бы 
inf | Kk — | = 0, то и inf |] | Tk — Zn 11 Д- Tn I’1 = 0. Необходимость до-

n^k
казана.

Достаточность. Условие 1°) выполняется. По лемме 8 достаточно 
проверить, что условия теоремы влекут условие (2). Покажем, что выпол­
няется эквивалентное условие

sup Bk = sup 2 ln
n^k

oo.

Пусть a = inf Re Z„, A = sup Re При фиксированном к для любого це­
лого тп обозначим через Рт прямоугольник a^Rez^H, 
| Im z — Im -- m | '/2. Тогда

бй<2 2 ь пД=к.
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Из условия 2") следует, что число точек к„, попавших в Рт, не превосхо­
дит некоторого числа 2V, не зависящего от т. Поэтому

2 In
ХпеР»

1 4- 2/1
6 б = inf | — %т

п^т
< N In 1

Далее положим = ап + i$n-, получим для е Рт, т + О,

In
ianak \ 2Л3

(M-W

Теперь

Bk < N In 1 +2.4
6 Н- 4iV/4.2

оо

2
m—1

1
("l — W

значит,
sup SA< oo. 
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