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ДИСКРЕТНЫЕ УРАВНЕНИЯ ВИНЕРА — ХОПФА, СОСТАВЛЕННЫЕ 
ИЗ КОЭФФИЦИЕНТОВ ФУРЬЕ КУСОЧНО-ВИНЕРОВСКИХ 

ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком Н. И. Мусхелишвили 3 IV 19Т2,)

Кусочно-винеровскими будем называть функции вида а (0 = 
п

= 2 (£)«*(£),  К1=1, где 6Ц (О — функции, разлагающиеся в абсо-
/г=1

лютно сходящиеся ряды Фурье, а х*(О  — характеристические функции 
дуг единичной окружности. Класс кусочно-винеровских функций будем 
обозначать через П1У. Пусть lp, 1 р < °°,— банахово пространство после- 

довательностей g = {gJsL-oo с нормой ||£||!р= ( 2 1^<1р)1/р-
/£=1

В настоящем сообщении исследуются дискретные уравнения Випера — 
Хопфа

оо

2 ai-k ~ Лй / — 112, . .. ,
k=—оо

в пространстве Zp, 1 < р < «>, в предположении, что являются ко­
эффициентами Фурье кусочно-винеровской функции а(£), |£| = 1. Иссле­
дуются также системы дискретных уравнений Винера — Хопфа и некото­
рые другие уравнения.

1°. Пусть z и t — две точки комплексной плоскости. Через vP(z, £), 
1 < р < оо, обозначим дугу единичной окружности, соединяющую точки z 
и Z и обладающую следующими свойствами: 1) в случае р < 2 из внутрен­
них точек дуги vp(z, £) отрезок, соединяющий точки z и £, виден под углом 
р ——-— 2л и направление от точки z к £ ведет против часовой стрелки; 2) в 

случае р>2 положим xP(z, £) = v8($, z), где q = p! (р—1); 3) через 
v2(z, О обозначим отрезок прямой, соединяющей точки z и £.

Пусть теперь a(t) •= ПТУ. Через Vp(a) обозначим замкнутую естествен­
ным образом ориентированную кривую на комплексной плоскости, полу­
ченную добавлением к множеству значений функции а(ц) кривых 
vp(a(cfc — 0), а ( с,, + 0)), к = 1, 2,. . ., п, где сь с2,. .., с„ — все точки разры­
ва функции а (С).

Если 0 Vp(a), то через indP а обозначим число оборотов кривой V А(Т) 
вокруг начала координат.

Уравнение кривой VP(a) можно записать в виде
*) = а(^-0)р(\г) + а(£ + 0) [1 -g(z) ], |£| =1; 0 С х --С 1, 

где g(x) = e'(x~i}e sin xQ I sin 0 при 0УО и р(ж) x при 0 = 0, a 
0 = л — 2л (p — 1) / p.

Через Ta будем обозначать бесконечную тёплицеву матрицу 
Та = ||а;-л11Гл=-~, составленную из коэффициентов Фурье функции 
а(йеПЖ.

Нетрудно убедиться, что функцию а(£) еПИ можно представить в 
п

видеа(^) где 0 < щ < 1, а щ(£) —функция, разлагающаяся
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в абсолютно сходящийся ряд Фурье (к = 1, 2,. .., п); учитывая сказанное 
и опираясь на ограниченность оператора Т = || (у — к + '/г) ~1IIГ»=1 в ПР° 
странствах lp, 1 < р < °°, доказанное Е. Титчмаршем и М. Риссом (см. (4)) 
можно доказать, что оператор 7’в(а(5) е ПРЕ) ограничен в пространст­
ве * * 1Р.

оо
* Можно доказать, что если |аА) = оо, то оператор А = ||а;-_л||;,°s=i не огра-

к=—е©
ничен в пространстве к.

** Определение Ф±- и Ф-операторов, а также индекса Ф-оператора (Ind Л) см. 
в (2).

*** Говорят, что обратимость оператора А согласована с числом х если А обратим, 
обратим только слева или обратим только справа в зависимости от того, является ли 
число х равным нулю, положительным или отрицательным (см. (3)).

**** Через 1 с р <Z обозначается изометрическое пространству Харди ffp ба­
нахово пространство числовых последовательностей £ = коэффициентов
Фурке ф>-.. Hd Zf р,
***** роль функции ap(t, х) для пространства hp играет функция а,(Е, х), q — 
= Р/(р —1).
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Теорема 1. Пусть а(£) е ПРЕ. Для того чтобы оператор Та был Ф+- 
или Ф--оператором ** в пространстве lp, 1 < р < °°, необходимо и доста­
точно, чтобы aP[t, х) =/= 0, | £ | = 1; 0 < х < 1. Если это условие выполнено, 
то обратимость оператора Та согласована с числом *** **** ***** indp а и

Ind Та = —indp а.

Для пространства Z2 и кусочно-непрерывных функций а(£) теорема 1 
установлена ранее в (4); для пространств **** hp теорема, аналогичная 1, 
установлена ранее ***** в (5). Отметим, что метод доказательства теоре­
мы 1 отличается от методов, предложенных в (4,5) п опирается на следую-
щую лемму. 

Лемма. 
ношениям

Если элементы матрицы А = ||а*|;;.*=1  удовлетворяют соот-

atk- ’а , 0<р<1,

где
— 1 /р < а < 1 — 1 / р, 1 < р < оо, (1)

то А является линейным ограниченным оператором в пространстве 1Р.
Сформулированная лемма является дискретным аналогом теоремы 

Б. В. Хведелидзе о весах (6). Отметим, что условия (1) являются также не­
обходимыми для ограниченности оператора А.

3°. Через Zp<m) будем обозначать банахово пространство векторных по­
следовательностей X = (X,,. . . , Хт), где Xj^lp; ПТЕ<иХ'л) — множество 
матриц-функций вида S(C) = llgjs(?) II м=ц где g*  е ПРЕ; Гматрица, 
Ts> = 11^|^=1; ^p(S, z)- матрица-функция, SР(Х, х) =||(g*) P(t, г)||Г*=1.

Теорема 2. Пусть S (£) е ПРЕ'тХт>. Для того чтобы оператор Т$ 
был Ф+- или Ф--оператором в пространстве lP{m\ 1 < р < °°, необходимо и 
достаточно, чтобы detSP(X, х) =^0, | £| — 1; 0 < х «С 1. Если это условие 
выполнено, то Тявляется Ф-оператором в пространстве lp(m} и

IndTS = -ind[detSP(?, х]: (2)
4°. Через ГР, 1 < р < <», будем обозначать банахово пространство

°° / \1/р
последовательностей s = {с*}4=_«  с нормой ||ЦГ = ( >, |gft|p) . Та —

Ч=- оо '
бесконечная матрица, Та = „ a,~k составленная из коэффици­
ентов Фурье функции а(X) (еПТ).



Доказывается, что Та является линейным ограниченным оператором 
в пространстве lP, 1 < р < для любой функции а(?) <= ПРИ.

Через Р и Q обозначим проекторы = {..., О, g, g*, ...} и
Q — I — Р, где / — единичный оператор.

Теорема 3. Пусть а{^), b (?) е ПРИ. Для того чтобы парный оператор 
А = ТаР + TbQ (А = РТа + QTb) был Ф+- или Ф--оператором в пространст­
ве lp, 1 < р < оо, необходимо и достаточно, чтобы выполнялись следующие 
условия;

1) inf ] Ь(С) I >0, |?| =1;
2) (ab-')p&,x) =А 0, |?| = 1;0^хС1.
Если эти условия выполнены, обратимость оператора А согласована 

с числом indp и

Ind А = —indp(a&_1). (3)

Аналогичная теорема для пространства 12 установлена в (3) и при дока­
зательстве сформулированного предложения мы пользовались общей схе­
мой, предложенной там.

5°. Через обозначим банахово пространство векторных последова­
тельностей X = (Хх,.. ., Хт), где Xj^lp, а через Т&, где ^ (?) = 
= Ил (2) Б=1 е ПРИ(-хт)1 матрицу т.. = || Tg.k |^=1.

Пусть '?’(?), 3) (?) е ПРИ'”'* ”0. Символом оператора А = Т& Р + Ts> Q 
в пространстве TPm\ 1 < р < назовем матрицу-функцию порядка 2т, 
определенную равенством 

«Лр (?>•£) —
%Р (С, х)
[^(с + о)-^(:-о)]Л(Ж)

_____________ |?1 =1; о<х<1,
где h(x) = l/g(x) [1 - g(x) ], а

[®(? + 0) - $(? - 0)] h(x)
3)Р^,х)

g{x) =
siD *9 
sin 9

x,

если 0=^=0,
если 0 = 0,

в которой 0 == л — 2л (р — 1) / р.
Г

Через обозначим алгебру операторов вида А = 2 • • • ^л> гДе
3=1

А^ = t^J> + T&.pQ и <й,й(?), SDjk (?) GE ПРИ(тхт). Символом оператора А 
Г

в пространстве назовем матрицу-функцию (?, х) = 2(^л)г>(£» х)--- 
2=1

.. . <Ajs)p(^,x), где (<X>JP(?, х) — символ оператора Ajk.
Методом, предложенным в (’), доказывается следующая
Теорема 5. Если А^^(т} и л^р(?, х) = ||«л(?, х) ||/?=i — его сим­

вол, то
max | ajk (?, х) | < inf ЦА + АЦ (4)

|tl=i. o<x<i Keg 1 p

где <3 — множество всех вполне непрерывных операторов в пространстве 
T <гп)Ср •

Следствие 1. Символ оператора А е Ж(т) не зависит от представле­
ния этого оператора в виде

Г

А = s <T9ilP + T^Q) (Т^Р + T^Q).
3=1
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Следствие 2. Отображение А х) алгебры в алгебру
символов является алгебраическим гомоморфизмом, ядро которого содер­
жит множество всех вполне непрерывных операторов из алгебры

6°. Обозначим через 81р(иг) замыкание алгебры $(т) по норме операторов, 
действующих в пространстве Гр(т). Если и Л=1ш14п, где

п
Ans $<m!, то в силу соотношения (4) символы операторов А„ равномерно 
сходятся к некоторой непрерывной матрице-функции з$Р(£, z), которую 
будем называть символом оператора А.

Теорема 6. Для того чтобы оператор А е Яр<т) был Ф+- или Ф--опе­
ратором в пространстве TP(m}, 1 < р < °°, необходимо и достаточно, чтобы 
det ^P(L х) 0, | £| = 1; О «S х 1, где .s/p(£, х) = ж) llA=i — сим~
вол оператора А. Если это условие выполнено, то А является Ф-оператором 
в пространстве ?р(т> и

det (£, х)
det [.А'22 (~ , 0) .-/‘22 (£ , 1)]

Доказательство сформулированной теоремы ведется в основном по схе­
ме, предложенной в (’) для исследования банаховой алгебры операторов, 
порожденной сингулярными интегральными операторами с кусочно-непре­
рывными коэффициентами в пространствах Lp с весом. В доказательстве 
теоремы 6 важную роль играет алгебра, порожденная операторами 

(£) е nW(mXm)), исследование которой ведется методом, предло­
женным в (8) в случае пространства

Автор выражает глубокую признательность И. Ц. Гохбергу и Б. В. Хве- 
делидзе за полезные обсуждения.
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Ind А = ind
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