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В этой работе получены вариационные принципы для модулей и ве­
щественных частей собственных значений (в общем случае для спектраль­
ного радиуса и границы вещественной части спектра) несамосопряженно­
го оператора без каких бы то ни было ограничений на характер песамо- 
сопряженности.

Всюду в дальнейшем $ означает комплексное гильбертово простран­
ство, оператор в $ — это всегда линейный ограниченный оператор, б(Т), 
r(T), w(T) — соответственно спектр, спектральный и числовой радиусы 
оператора (Т) (*)■ Число re (Г) = maxRel будем называть границей ве- 

->&СГ)
ществепной части спектра. Через ЙДТ1) обозначим корневой линеал опе­
ратора Т, соответствующий собственному значению Т ('). ® (©), 
2 ' — символы соответственно ортогональной суммы (разности) и прямой 
суммы.

Пусть Т — компактный оператор. Обозначим через {г„(7’)}, п = 1, 
2, . . ., убывающую последовательность модулей ненулевых собственных 
значений оператора Т с учетом кратности (т. е. количество элементов 
последовательности, равных некоторому числу с > 0, есть сумма алгебраи­
ческих кратностей собственных значений (*), лежащих на окружности 
радиуса с). Аналогичным образом для собственных значений, располо­
женных в открытой правой полуплоскости, определим убывающую после­
довательность {ren(7’)}, п = 1, 2, ..., вещественных частей собственных 
значений, причем количество элементов последовательности, равных не­
которому с > 0, есть сумма алгебраических кратностей собственных зна­
чений, лежащих на прямой {z: Rez = с}.

В дальнейшем условимся символы вида о (РТР), г (РТР), %К(РТР) 
и т. д., где Р — ортпроектор на подпространство % ~ относить к про­
странству 8.

Обозначим через Wn(T), Un(T) множества ортпроекторов на всевоз­
можные п-мерные подпространства, инвариантные относительно Т, такие, 
что, если P<=Wn(T), то 1\(РТР) = гДТ1), i = 1, ..., п (соответственно 
те,(РТР) = ret(T), i = 1, ..., и, для всякого Р е U„(T)).

Теорема 1. Пусть Т компактный оператор-, тогда
fn+i(T)= max min | (Tr, у)\, п = 0,1,..., (1)

(X, 1/)=1 
геп+1(Т)= max inf Re (Тх, у), п = 0, 1,..., (2)

xs$0Sn ?/Е©эап
(х,

п
где Sn = 2 Ф {-М — подпространство, порожденное первыми п вектора- 

i=l
ми, максимизирующими (1) ((2)). Обозначим через Рп ортпроектор на 

п I Рп-
1) Максимум в (1) ((2)) достигается на собственных векторах one 

ратора QnTQn, соответствующих собственным значениям a(QnTQrj 
таким, что | Т | = r(Q„TQn) (ReZ = re (^„Т^п)) ■
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2) Пусть xn+i — один из таких векторов и \ — соответствующее собст­
венное значение; тогда К^о(Т) и существует однозначно определяемый 
вектор уп+1 + ^(Т) такой, что Q„yn+1 = xn+t.

п
3) 2п= 2'Ы, причем Pn—Wn(T) (Р(=ип(ТУ). 

i=l
Доказательство теоремы опирается на следующую лемму
Лемма 1. Пусть Т — компактный оператор, 8 $ — подпространство,

инвариантное относительно Т, Р — ортпроектор на 8, Q = I — Р. Если 
dim 8 < °°, то

1) а(Т) = o(QTQ) U о (РТР);

2) 2’ SX(W)©S= 2' %>.(Т);
>.E<T(QTQ)QaCPTP) м=а(РТР)

3) dim i,.(QTQ) + dim iK(PTP) = dim8^(7’) для всякого 
/. #= 0.

По поводу п. 1 см (2), задача 57.
К вычислению (1), (2) можно подойти следующим образом: миними­

зировать функционал по всем у — образующим фиксированный угол с 
вектором х, а затем перейти к пределу, устремив угол к л / 2. Оказывает­
ся, что для всякого фиксированного угла минимум легко вычисляется.

Лемма 2. Пусть Т -- оператор в х <=£, | х | = 1, р 0; тогда:

min \(Тх, ?/)| = х{|(7Х т)| — р(|7Л|2 — ](Тх, (3)
г/е©, (ж, у)=1

tg(x, у)=р

min Re (Тх, у) = Re (Тх, х) — р (| Тх |2 — |(7\г, х) ]2)1/г, (4)
ие®, (х, у)=1

tg(x, у)=Р

где угол между векторами определяется с помощью соотношения

cos (х, у) 1 (т, у) |
мм

| t, если £ Д> 0 
Х [ 0, если t <2 0.

Обозначим через w(T, р, х) выражение, стоящее под знаком функ­
ции х в (3), и через и(Т, р, х) — правую частг. (4).

Лемма 3. Пусть Т -- оператор в Функции
w (Т, р) = sup w (Т, р, х), (5)

хе®, |х|=1
и (Т, р) = sup и(Т, р, х) (6)

XS®, 1x1=1

обладают следующими свойствами:
1) w(T, pd)^w(T, р2), и(Т, рТ)^и(Т, р2), если pi 5= р2, pi р2 0;
2) r(T)^w(T, р) С w(T), те(Т)^и(Т, р)<ге(7\) для всякого 

9^0, где Тк = 1/2(Т + Г);
3) w(T, р) > 0 для всякого оператора Т х-() и всякого р >0;
4) пусть {Тп} — последовательность операторов, равномерно сходя­

щаяся к оператору Т, р„ > 0, п = 1, 2, . . . , и р„ -* 00 при п тогда,
-гели г(Т„) ~^г(Т) (ге(Т„) -*ге(71)), то lim w(Tn, р„) = r(T) (limu(7’n,п—>со п—*со
о;1) = гс(71));

5) для всякого р > 0 и всякого компактного оператора Т в (5) дости­
гается максимум. Если, кроме того, Т аккретивен, т. е. \\е(Тх, х) S? 0 для 
всех х s то максимум достигается в (6).
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Непосредственным следствием леммы 3, 4) является следующая
Т е о р е м а 2. Пусть Т — оператор в тогда

r(7) = Iim sup {| (Тх, х} | — р (| Тх |2 — | (Тх, х) j2)1*}, (7)
|\|= 1

re(7’) = lim sup {Re(Ti-, х) — р (| Тх |2— | (Тх, х) |2)’2). (8)
₽-*=» хе©, |x]=i

Последовательность {rn(Z)} была определена для ненулевых собствен­
ных значений оператора Т и поэтому может оказаться конечной: 
т\(Г), . . . , гп(Т). В этом случае положим rh(T) =0, к = п + 1, ... Анало­
гично, если в открытой правой полуплоскости содержится п собственных 
значений оператора Т, положим геА(Т) =0, к = ге+1, ... В дальнейшем 
будем иметь в виду именно эти расширенные последовательности.

Пусть р 5s 0 — произвольное фиксированное число. Для компактного 
оператора Т определим величины

wn+Y (Г, р) =-- шах {| (ТАг, ж) | — р С| <2n (Р) I2 — I |а)*/2}, (9)
.«30эгп(р)

l'l=i
п = 0, 1, ... ,

а если, кроме того, Т аккретивен, величины
wn+i(7’, р)=^ max {Re(71.z, х)— р (| Qn (р) Тх] г — | (Тх, х) |2)'Р}; (10)

хЕ®эеп(р)
1X1=1

п = 0, 1, ...,
п

здесь £п(р) = подпространство, порожденное первыми п
i=l

векторами, максимизирующими (9) ((10)).
Заметим, что аккретивность можно заменить любым другим условием, 

обеспечивающим существование максимизирующих векторов для всех 
п = 0, 1,...

Теорема 3. Пусть Т — компактный (компактный и аккретивный) 
оператор, р„, > 0, m = 1, 2, .. ., pm -> °° при m -> тогда для всякого 
п = 0, 1, ...

1) |<2n+i(pm)TP„+i(pm)| 0 при где Рп+1(рт') = I - Qn+l(pm");
2) rn+1(T) = lim w,l+1 (7\ pm) (ren+1(71) = lim un+1 (T, pm));

m-+x>
3) если rn+l(T) >0 (гвп+ДТ1) >0), to замыкание множества 

{(©-,( о™)}v,o в слабой топологии совпадает с замыканием его в равно­
мерной топологии, причем если Q — точка сгущения, то I - Q е Wn+1 (Т) 
(!-Q^Un+l(T)).

Лемма 3, 2) наводит на мысль о том, что неравенства rn(T) шп(Т, р) 
ге„(71) < ип(Т, р), справедливые для п = 1 и р > 0, выполняются для всех 
п = 1, 2, ... Это неверно, как показывает следующий пример: для опера- 

/1 —2\
тора Т = 10 J имеем: rt(T) = геДТ) = 1, i = 1, 2, тогда как wi (Т, 0) = 
= щ (Т, 0) = 2, w2(Т, 0) = щ(Т, 0) = 0.
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