
Доклады Академии наук СССР
1973. Том 208, № 6

УДК 517.946.51 МАТЕМАТИКА

С. А. ТЕРСЕНОВ

ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩЕГОСЯ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым И V 1972)

Пусть Z) = [GX (0, 1)] —цилиндрическая область в En+i с образую­
щими, параллельными оси i, боковую поверхность которой обозначим че­
рез Г; G — односвязная область в Еп с границей S, содержащая внутри 
себя начало координат. Будем считать, что каждая из осей координат xk 
пересекает S в двух точках. Обозначим через GT+(A:1,. . . , kr) (Gx~(kt,. . . 
.,..,kr)) часть сечения области D плоскостью t = т, где хкв < 0, s = 
= 1, 2,..., г, и sgn (од,. . . хкг ) > 0 (sgn (ад,... xkr) < 0), а остальные ко­
ординаты Xi > 0, и пусть

Gt-= U (*!,..., kr), 0<*<1.
Г

Через Pm (ki,..., kr) обозначим часть Pm сечения области D плоскостью 
хт = 0, где xks < 0, k, m, s = 1,..., г.

В области D — U Рт рассмотрим уравнение
7П

П
(| xk | uVk + akuXk sgn xk) sgn (x± ... xn) = ut, (1)

k=i

где сд> 0 постоянные.
Очевидно, L(u) является эллиптическим оператором, который вырож­

дается на гиперплоскостях хт = 0; причем при переходе через эти гипер­
плоскости квадратичная форма, соответствующая оператору Б(гг), меняет 
знак. Ниже при различных значениях щ для уравнения (1) ставится и 
исследуется задача, аналогичная известной задаче Трикоми с несколько 
иными условиями склеивания на гиперплоскостях вырождения.

1. Пусть все 0 < щ < 1. Требуется найти непрерывную в D функцию и, 
которая является решением уравнения (1) в D — U Рт и удовлетвори- 

т
ет следующим краевым условиям:

н|г = Ф, и|со*=А, и|с1’=/2 (2)
и условиям склеивания

I xk I kuxk |х£=+о = IXk I kUxk |xft=-o ’ k = i., 2,..., п. (3)

Единственность. Если функции фл|ад|аьииХ]. интегрируемы в об­
ластях Pk, a ipuui интегрируемы в областях Go+ и G4“, то задача (1) — (3) 
имеет единственное решение, где

п

Ф = II I Xk Г^1, Фй = Ф I xk I1'"*.
fe=l

В самом деле, если перепишем уравнение (1) в виде
П|
2 (Фа I Xk ГЧДгд, S?n (Х1 ••• Хп) = Ф“о
fe=l
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затем умножим на и и проинтегрируем по областям D+ = [Go+ X (0, 1) ] и
D~ = [Gc X (0, 1) ] с учетом условий Ф = ft = /2 s 0, то получим

п п

2 «4 = — $ ( 2 I xk Р dxdt-----Р $ фи2 dx, (4)
/г=1 D+ А=1 /-,+

G1

п с п с

2 ak = \ (2 I хь Р «Р)dx dt -г 4" j dx' 
k=l D~ k=l G-

где

ak = § $ku (| xk \akuxlf)Xk=a sgn ... xk^xk+1 ... x^ dx±... dxk_rdxk+1... dxn. 
IP*

Из (4) и (5) нетрудно получить, что и = О.
Доказательство существования решения задачи (1) — (3) приведем 

для случая п = 1. Представив решение и при ж > 0 и х <0 в виде рядов 
по функциям Бесселя и удовлетворив условия склеивания при х = 0, для 
определения функции ф(£) = хаих | х=0 получим интегральное уравнение

/ 1
5 К1 (Z — z) ф (z) dz + 5 Кг (z — Оф (z) dz = ф0 (0, (6)
О' 1

где фо (i) — известная функция, вполне определенным образом выражае­
мая через краевые значения, а

7М0
22(1-а)

п=1

1

а = «1, — положительные корни уравнения &~a_i (^) = 0.
Решая первую краевую задачу для уравнения (1) при 0< а< 1 в об­

ласти 0 < х < 1, 0 < t < 1, нетрудно показать, что решением уравнения

будет функция

i

— z) ф (z) dz = ф (i)
о

t

Ф \К‘~ ~~ dz'
о

(7)

(8)

где
СЮ

П—1

р„ — положительные корни уравнения = 0.
На основании асимптотических поведений чисел и itn легко пока­

зать, что
Ctt~a < Kt (t) < C2t~a, C3ta~l K2 (0 Ctta-1, (9)

где Ct > 0 постоянные.
В силу (9) и (8), уравнение (6) можно в соответствующих классах 

функций свести к сингулярному уравнению, разрешимость которого будет 
следовать из единственности решения задачи (1) — (3).

Заметим следующее свойство решений уравнения (1). Если и является 
решением уравнения (1), то для т п и для любого набора аг„ ..., аГто 
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из чисел а, в области х, > 0, i = 1,..., п, функция 

будет решением уравнения
7П

2 “Ь arsVxr) ~\~ 2 ~Г 7=1 V(1 (Ю)
S=1 S ь S

где S'означает суммирование no i=f=rs, s = 1,..., т, аГч 2—аГч.

Это свойство проверяется непосредственной подстановкой.
2. Пусть теперь 1 < а; < 2, 1 = 1, 2,, т<п. а для остальных значе­

ний i 0 < < 1. Тогда, в силу указанной связи решений уравнений (1)
и (10), аналогичным путем можно доказать единственность и существова­
ние (в случае п = 1) такого решения и уравнения (1) в D - U Р,„, чтобы

т 
функция

т

v= | xk |a&_1 и = аи (11)
fe=i

была непрерывной в D, принимала заданные значения на Г U Go+ U G1- и 
удовлетворяла условиям склеивания (3), аГч = arg.

3. Из предыдущего пункта видно, что при сц> 1 уравнение (1) имеет 
неограниченные решения, эквивалентные функции а. Как и в (5), нетруд­
но доказать следующее

Утверждение. Если и — решение уравнения (1) в D— J Рт, 
Ш 

непрерывное в области
(И — U Pm) U Г U Go+ и

m

и mu = 0 на гиперплоскостях Рт, то и ограничено в D.
Пусть все di > 1. Тогда в классе ограниченных решений имеет место 

следующее _
Утверждение. Существует единственное ограниченное в D реше­

ние и уравнения (1), удовлетворяющее условиям

И|г+ = ф1, й|с+ = ф2, (12)

где Г+ — часть Г, соответствующая области D+.
Единственность доказывается методом, указанным в (*), с использова­

нием принципа максимума для параболических уравнений и единственно­
сти решения задачи Коши. Существование для случая п = 1 можно полу­
чить разложением решения по бесселевым функциям.

В случае, если пе все ос- >1, то постановка задачи ясна. Доказательство 
существования решений сформулированных задач в случае п 2 будет 
приведено в другой статье.
Новосибирский государственный Поступило
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