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1°. В настоящей заметке исследуется нелинейная задача, называемая 
задачей L, которая возникает в теории дифференциальных уравнений 
с частными производными. Понятия ядра Ker L, коядра Coker L и нор­
мальной разрешимости задачи L в смысле Хаусдорфа мы вводим по ана­
логии с линейным случаем. Изучается вопрос о том, когда задача L нор­
мально разрешима в смысле Хаусдорфа и когда, помимо нормальной раз­
решимости, разность между любыми двумя ее решениями принадлежит 
подпространству Ker L. Приводятся достаточные условия нормальной раз­
решимости, более удобные для проверки, чем условия, сформулированные 
в работе автора (*), где исследовалась похожая задача. В частности, зара­
нее не предполагается существование банахова пространства X, которое 
оператор задачи отображает на сопряженное пространство Х\ Оно строит­
ся как ядро оператора, аналогичного проекционным операторам С. Л. Со­
болева (2), причем для этого оператора оказывается справедливым нера­
венство, в одном специальном частном случае полученное С. М. Николь­
ским и П. И. Лизоркпным (3). На пространстве X к оператору задачи L 
применяется известная теорема Ф. Браудера (4) о разрешимости нелиней­
ных уравнений с монотонными операторами.

2°. П о с т а и о в к а задачи L. Пусть St и Z •— вещественные банахо­
вы пространства, 60, Vo и U — линейные подпространства в Э? (не обяза­
тельно замкнутые), V — замыкание подпространства Vo в JR, a — сово­
купность линейных, т. е. аддитивных и однородных, функционалов на 60.

Будем предполагать, что имеет место включение СУ, <= у0.
Пусть, далее, Ф: U Z* — непрерывный оператор (вообще говоря, не­

линейный) ,SX. V -* Z — линейный непрерывный оператор, a S*’. Z* 
линейный оператор, определяемый при помощи тождества (w, 3?v) = 
= <S”w,v> Vye(S0, VweZ*.

Рассмотрим уравнение
3?'<&(ii)=F, (1)

в котором F — заданный функционал из пространства ©o', а и — искомый 
элемент подпространства U.

Очевидно, элемент и е U является решением уравнения (1) в том и 
только в том случае, если выполняется тождество <Ф(м), 3?v"> = <.F, и) 
Vy ей,.. '

Пусть задано некоторое семейство операторов (Вх: U -> ¥,},ек (не 
обязательно линейных), где N — множество индексов, быть может, и пу­
стое, а — вещественное линейное пространство Vy е N.

Следуя С. Л. Соболеву (2), совокупность элементов {VvJveN, фу е Фк, 
назовем допустимой, если найдется такой элемент и(0) е [7, что 
Вхи{0} = ф.. Vy <= N. Элемент и{0) в таком случае называется продол­
жением совокупности элементов {if>v}veN. Если N = Ф, то пустую сово­
купность элементов {i|\}vsn мы для удобства будем считать допустимой, 
а любой элемент е U — ее продолжением.

Введем еще на множестве U X V вещественный функционал D0(u, v), 
который непрерывен по каждому из аргументов и и v в отдельности, ли­
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неен по второму аргументу v и удовлетворяет равенству Da(u, и) =0 
VM е U, У ейе.

Положим
D(u, и) = <Ф(и), Sv~> + D0(u, и) Уи^и, у!'еУ 

и перейдем к формулировке основной задачи.
Задача L. Пусть заданы функционал / е V' и некоторая допустимая 

совокупность элементов {i|7v}veN. Требуется найти такой элемент и е U, что 
1) D(u, v) = <f,v> Vy е Уо и 2) Bvu = 4% 'v e N.

Отметим, что при N = Ф задача L состоит в отыскании по заданному 
функционалу / е I такого элемента и е U, который удовлетворяет соот­
ношению D{u, v) = <4, у> Vpe Vo.

Если через F обозначить сужение функционала / с V на 60, то, очевид­
но, всякое решение задачи L есть решение уравнения (1), и, обратно, 
всякое решение уравнения (1), удовлетворяющее дополнительным усло­
виям D(u,v)=<f,v> Vr t= Уо и Bvu = ipv Vv е N, является решением 
задачи L.

Следует отметить, что в виде уравнения (1) могут быть записаны мно­
гие дифференциальные уравнения п системы, имеющие так называемую 
дивергентную форму (см., например, (4~б)); при этом задача L, определяе­
мая семейством операторов {Zv}ven, линейным пространством Vo и функ­
ционалом Do( и, v), порождает некоторую краевую задачу. В роли про­
странства 91 выступает обычно некоторое функциональное пространство 
тина С. Л. Соболева, а решение уравнения (1) является обобщенным реше­
нием из этого пространства.

Положим
Ker Bv = {w <= U-. Bv(u + }ло) = Bv(u) е У и всех 

вещественных чисел X};
U, если N = ф,

П Ker Bv, если N =f= ф;
■JEN

Ker L = {ш е W: D(u + \w, v) = D(u,v) Уе U, Vv e V
и всех вещественных чисел /.},

CokerZ = {v e V: D(u, v) = 0 Vm <= U},
(Coker £)-={/e I-’*; </, y> = 0 Vye Coker L}.

Подпространства KerZ и CokerL будем называть соответственно яд­
ром и коядром задачи L.

Определение. Задача L называется: 1) нормально разреши­
мой в смысле Хаусдорфа, если, какова бы ни была допустима! 
система элементов {if>v}veN, для ее разрешимости необходимо и достаточно 
чтобы /е (Coker Z)x; 2) вполне нормально разрешимой i 
смысле Хаусдорфа, если она нормально разрешима в смысле Хаус 
дорфа, и, кроме того, разность между любыми двумя ее решениями при 
надлежит подпространству Ker L.

В случае, когда N = Ф, данное выше определение нормальной разре 
шимости может быть сформулировано еще и таким образом: задача 1 
называется нормально разрешимой в смысле Хаусдорфа 
если для существования элемента и е U, удовлетворяющего соотношении 
D(u, у) = </, к> Vyey0, необходимо и достаточно, чтобы </, р> = ( 
V're Coker L.

3°. Условия нормальной разрешимости задачи L. Вве 
дем подпространство Q = У П W и предположим, что наряду с нормой |Ы|£ 
на пространстве Э? задана еще полунорма р(м), ядро которой {и е 31 
р(и) = 0} мы обозначим через Кег р.
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Приведем условия, достаточные для нормальной разрешимости и для 
полной нормальной разрешимости задачи L.

Условие I. Подпространства Q и Q + Кет р замкнуты в 9J.
Условие II. Имеет место неравенство р(и) 7И||и|| & гДе

М — константа, не зависящая от и е Q.
Условие III. Существует линейный оператор П: Q Кет р, удов­

летворяющей неравенству \\и — Пи||я =£ Ар (и) \'и^О. где А — кон­
станта, не зависящая от и е Q.

Условие IV. Ядро полунормы р(и) допускает разложение в прямую 
сумму вида Keep = (О Я Кегр) ® Л, где Л — некоторое замкнутое линей­
ное подпространство в 9?.

Положим
X = {useQ: Пи se Л}.

Условие V. Замыкание подпространства X в 9? является относитель­
но нормы ||u|| & рефлексивным сепарабельным пространством Банаха.

Л’Т т D (w Д- U, и) , - ттУсловие VI. Iim ------- ——- -м vwEE U.
и--Х, р («)—«> Р W

Если X с Кег р, то условие VI будем считать выполненным.
Определение. Пусть р > 0. Положим X,, = {и е X: ||и||& < р}, 

а через (X) обозначим совокупность всех таких вещественных функцио­
налов х(и, у) на X.. X Хр, которые обладают следующими свойствами: 
1) для всякой последовательности {и,,} <= Хр, сходящейся слабо в 9? к эле­
менту и s Хр, х(и„, у) ->х(и, у) при и^-оо Vy е Хр, 2) для всякой по­
следовательности {г,,} с: Хр, сходящейся по норме пространства 9? к эле­
менту v s Хр, х(и, у„) -+■ х(и, у) при п -> °° Vu е Хр, 3) для любых эле­
ментов и е Хр и у е X справедливо соотношение X_1x(u, и—Ху) 0 при 
2. -*■ +0.

Условие VII. Для любого элемента w е U и любого р > 0 найдется 
такой функционал xw, р(и, и) е $Р(Х), что имеет место неравенство

D(w + и, и — и) — D(w + и, и — у) > xw, р(и, у) V», у е Хр.
У с л о в ц е VIII. Q Л Ker р <= Coker L и Q + Coker L = V.
Теорема 1. Если выполнены условия I — VIII, то задача L нормаль­

но разрешима в смысле Хаусдорфа.
Условие IX. Q П Ker р <= Ker L и Q + Ker L = W.
У с л о в и е X. {u,veU и В,и = Bvu Vv eN{=- {и - v e. W}.
Если N = Ф, то условие X мы будем считать выполненным.
Отметим, что условие X выполняется, если каждый оператор В, яв­

ляется линейным па U или если для любого v е N
{и, и е U и В.и = Bxv} => {и — у е Кег 73,}.

У с л овне XI. {и, у е U, и — X и
D(u, и- и) = D (и, и — у)} => {и — уе Кег /.}.

Теорема 2. Если выполнены условия I — XI, то задача L вполне 
нормально разрешима в смысле Хаусдорфа.

В заключение отметим, что вопросы, связанные с нормальной разре­
шимостью нелинейных уравнений в банаховых пространствах, впервые 
изучались С. И. Похожаевым (7).
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