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1. Пусть y'(z) — мероморфная при z=A °° функция. Р. Неванлинпа (‘, 
ввел понятие дефекта /(z) в точке а:

б (а, /) = lim
г—»оо

m (г, a, f)
Т (г, /)

где T{r, f) — неванлинновская характеристика У(г), a m(r, a, f) — среднее 
приближение У(г) к а на окружности |z| = r (см. (2), стр. 169). Очевидно, 
величину б (а,/) можно рассматривать как величину отклонения /(z) от 
числа а.

Теорема Р. Неванлинны о величинах дефектов и о множестве дефект­
ных значений

EN(f) = {а: б (а,/) > 0}

утверждает (см. (2), стр. 271, 275) следующее:
Пусть y(z) — мероморфная при z °° функция. Тогда
а) множество EN(f) не более чем счетно;
б) величины дефектов мероморфной функции y(z) удовлетворяют со­

отношению

(о)

В. П. Петренко (3_5) исследовал отклонение f(z) от а в метрике С[0,2я,- 
и ввел такие величины: 

М (г, a, f) = max
|z|=r

li
/ (z) — a I

a=f= oo, M (r, oo, f) = max | f (z) |,
|z|=r

₽ («-, /) = Hm
r-*oo

ln+ M (r, a, j)
rVj)

Величина [3 (a, /) называется величиной отклонения мероморфной 
функции y(z) от числа а (см. (\ 5)), а множество

О(У) = {a: {3 (a, f) > 0}

называется множеством положительных отклонений мероморфной функ­
ции /(z) (см. (6)).

Исследования В. П. Петренко величин отклонений 3 (а, /) и множеств 
положительных отклонений Q(y) показывают, что между свойствами вели­
чин р (а, /) и величин дефектов Р. Неванлинны б (а, У), а также между 
свойствами множеств Q (/) и множеств дефектных значений в смысле 
Р. Неванлинны 7?М(У) имеется существенное различие. Именно, справед­
ливо следующее утверждение (см. (4,6)).
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Теорема А. Пусть /(z) — мероморфная при z ¥= ос функция-, тогда:
1) Если f(z) имеет конечный нижний порядок К, то
а) множество Q(/) не более чем счетно-,
б) при любом ц, ]/z < Y СТ 1, сходится ряд

2 ₽"(«>/); а)
(а)

в) при ц < ]/2 ряд (1) может расходиться.
2) Если нижний порядок у f(z) бесконечный, то множество Q(/) мо­

жет иметь мощность континуума *.

* Известно, что множество Q (/) имеет внутреннюю логарифмическую емкость 
нуль (см. (7)).

Таким образом, мы наблюдаем отличие в свойствах величин отклоне­
ний для мероморфных функций конечного нижнего порядка и мероморф­
ных функций бесконечного нижнего порядка. Для изучения этого разли­
чия в работах (8,9), используя метрику Lfo,2n] , 1 < р < °°, автором были 
введены следующие характеристики приближения мероморфной функции 
к числу а. Положим при любом р, 1 р < °°, для мероморфной при z °° 
функции и любого комплексного числа а

если a =f= оо,

™р (г, 00 > /) = {^ $ (ln+1 / (ге*°)  I )Р d0} ,
О

/) = Пт ОТ7?Г(’a’}Z) , Dp (f) = {а : 6Р (а, /) > 0}.

Заметим, что 6i(a,/) = б(а,/), /) = lim 6Р (а,/), 6р(а,/) не убы-
р—>оо

вают с ростом р. Очевидно, при любом р > 1 £Д(/) s □(/).
Приведем теперь полученный нами результат о свойствах величин 

6р(а,/) и множества Dp(f) (см. (8,9)).
Теорема Б. Пусть f(z) — мероморфная при z ¥= °° функция и 

1 < р < 0°; тогда:
1) Если f(z) имеет конечный нижний порядок X, то
а) множество Dp(j) не более чем счетно-,
б) при любом ц, 1 / (2 + 1 / р) < у 1, сходится ряд

(2) 
(«)

в) при ц < 1 / (2 + 1 / р) ряд (2) может расходиться.
2) Если нижний порядок у f(z) бесконечный, то множество Dp(f) мо­

жет иметь мощность континуума.
Таким образом, мы снова наблюдаем различие в свойствах величин 

6Р (а, /) и множествах Dp (/) для мероморфных функций конечного ниж­
него порядка и мероморфных функций бесконечного нижнего порядка. 
С целью дальнейшего выяснения этого различия в этой работе мы вводим 
более тонкую характеристику роста мероморфных функций.

2. Основные результаты. Пусть ср (ж) — действительная, неот­
рицательная, монотонно возрастающая выпуклая функция на положитель­
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ной полуоси, ф (0) = 0. Положим для мероморфной при z <х> функции 
/(z) и любого комплексного числа а

«■ ) ‘,0)’

тх (г, эо, /) = ф”1 {-А- Ф (ln+1 f (reie) I) de|,
О

(a, f) = Jim а’f) , IE (/) = {а : 6Ф («, /) > 0}.
r-*co  V ’

Для дефектов Р. Неванлпнны б (а, /) и величин бф(а, /) имеем (см. (10), 
стр. 77):

6(а,/) < бДа,/) (6 (а, /) = бф(а,/) при ф(х)^ж).

В дальнейшем будем считать,, что ф(^) дважды непрерывно дифферен­
цируемая функция (ф"(х)>0) и

ф(ж) = х-а(ж),

где а(х) —медленно растущая функция (см. (и), стр. 72) и

а(0) = 1, а'(х) 0.

Обозначим далее (е2 = ее)
шах (х + е2) • ■ In In (х + е2) = В (г, ф).

Определение. Будем говорить, что функция ф(гс) прпнадле 
ж пт классу Ал (ф (гс) еДД, если

lim В (г, ф) = А.
Т—*оо

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Пусть f(z) —мероморфная при z =# °° функция и функ 

ция <^ЛА (А <°°). Тогда
а) множество D9(f) не более чем счетно-,
б) величины 6v{a,f) удовлетворяют условию

2бф(а,/Х2е-4. (г
(а)

Оценка (3) является точной в следующем смысле: для функции E(z] 
определенной соотношением (2.51) в (“), стр. 256, и функции

1П (х-ре2)
Фо (ж) = х-а(х) = ж-ехр{д

е

получаем (фо (ж) еДл, так как В (г, ф0) =А)

6ф,(о°, Е) еА.

Точность утверждения а) характеризует 
Теорема 2. Пусть В (г) —любая непрерывная медленно растущс 

функция (В'(г) 0) такая, что

lim В (т)=оо, В (г) = о (In In г), г-»оо.
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Существует функция ф(ж) = х-а(х'), для которой В(г,<р) =В(г); множе­
ство С = С(ф) мощности континуума и целая функция G{z) бесконечного 
нижнего порядка, для которой множество DV(G) ст С.

3. Теоремы 1 и 2 доказываются с помощью модификации известных
конструкций (см. ( 3, )1~14)) и следующего утверждения *.

* Если /(z) = g(z) является целой функцией бесконечного нижнего порядка, 
то наша оценка (4) дает известный результат Симидзу (см. (12), стр. 43; (15)).

Теорема 3. Пусть /(z) —мероморфная при z=£°° функция и у > 1
любое. Тогда

lim Ь+М(г,/) =0
— Т(г,/)-{1п+Г(г, /)Ц

Заметим, что некоторые из приведенных здесь результатов распростра­
няются и на целые кривые (см. (1S,*7)). В частности, для целых кривых 
получен аналог соотношения (4):

L(r, a, G)h m--------- 5---------------- --------------
— T(r, G)-{lnT(r, G)}*

V>1,

где

L (г, a, G) = max
Jz|=r

[| G (rele II ■ IIМ
|G(rei0).a|

Выражаю глубокую признательность В. П. Петренко за внимание 
к работе.
Харьковский государственный университет Поступило
им. А. М. Горького 7 VI1972
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