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Abstract. We investigate classes of finite groups which are local analo-
gues of quasinilpotent group, as well as c-supersoluble, ca-solvable and
ca-supersoluble groups introduced by V.A. Vedernikov. We obtained
the properties of these classes and their application in the study of
factorizations of finite groups by their normal and mutually permutable
subgroups.
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Посвящается профессору В.С. Монахову в связи с его 70-летием

1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Изучение групп в зависимости
от свойств их нормальных, в частности, главных рядов является классической
задачей. Еще в самом начале развития теории групп использование этого под-
хода позволило выделить такие центральные понятия, как разрешимая группа,
нильпотентная группа, сверхразрешимая группа и др. В дальнейшем, начи-
ная с 30-х годов прошлого столетия, благодаря работам Ф. Холла, С.А. Чуни-
хина на основе разработанного ими арифметического метода изучения групп
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были введены локальные аналоги отмеченных выше понятий: определения π-
разрешимой, π-нильпотентной, π-сверхразрешимой групп и т. д., которые по-
лучили значительное развитие и нашли многочисленные приложения в раз-
личных вопросах теории групп [1]. Существенную роль в решении задач со-
временной теории групп играет понятие квазинильпотентной группы (см. [2,
с. 123–131]).

Выход в свет знаменитой работы В. Гашюца [3] положил начало возник-
новению и развитию теории формаций с ее общими методами и системати-
зирующими точками зрения. Возникшая теория дала значительный импульс
изучению групп по свойствам их нормальных рядов. Это связано, прежде все-
го, с методом построения формаций с помощью групповых функций и экранов.
В наиболее общем виде этот метод был разработан Л.А. Шеметковым в рабо-
тах [4, 5] и систематически изложен в [6]. Наиболее важные типы экранов —
это локальные и композиционные, использование их позволило не только си-
стематизировать многие ранее известные результаты о группах с заданными
свойствами их нормальных рядов, но и получить новые результаты [6]–[9].

Среди работ такого рода выделим статью [10] В.А. Ведерникова, в которой
им на основе теории формаций были выделены и изучены некоторые свойства
новых классов групп: c-сверхразрешимых групп, ca-сверхразрешимых групп
и др. В дальнейшем в работе [11], используя метод композиционных экранов,
были установлены новые свойства c-сверхразрешимых групп. В частности, бы-
ло доказано, что класс всех c-сверхразрешимых групп является композицион-
ной (разрешимо насыщенной) формацией. Напомним, что группа называется
c-сверхразрешимой, если она обладает нормальным рядом с простыми факто-
рами. Структурные свойства c-сверхразрешимых групп были найдены Д. Ро-
бинсоном в работе [12]. В последние годы c-сверхразрешимые группы нашли
различные приложения, в частности, при изучении произведений взаимно и
тотально перестановочных групп (см., например, работы [13]–[15]).

В настоящей работе вводятся локальные аналоги ("J-аналоги") понятий
квазинильпотентности, а также c-сверхразрешимости, ca-сверхразрешимости
и др. из работы [10], исследуются свойства замыкания соответствующих им
классов и их приложения при изучении произведений нормальных и взаимно
перестановочных подгрупп.

Пусть J обозначает некоторый (возможно пустой) класс простых групп.
Будем говорить, что группа G является J-группой, если множество всех ее
композиционных факторов содержится в J . Главный фактор группы G будем
называть J-фактором, если он является J-группой.

Определение 1. Группа G называется:
1) J-квазинильпотентной, если для любого J-главного фактора группы G,

каждый автоморфизм, индуцированный элементом из G, является внутрен-
ним;

2) Jc-сверхразрешимой, если любой главный J-фактор группы G является
простой группой;

3) Jca-разрешимой, если G обладает главным рядом, у которого каждый
J-фактор, являющийся абелевым, централен в G;

4) Jca-сверхразрешимой, если она Jc-сверхразрешима и ее каждый главный
J-фактор, являющийся абелевым, централен в G.
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По определению для любого класса J простых групп единичная группа
считается J-квазинильпотентной, Jc-сверхразрешимой, Jca-разрешимой, Jca-
сверхразрешимой.

Закрепим следующие обозначения:
N∗

J — класс всех J-квазинильпотентных групп;
UJc — класс всех Jc-сверхразрешимых групп;
SJca — класс всех Jca-разрешимых групп;
UJca — класс всех Jca-сверхразрешимых групп.
В случае, когда J = J — класс всех простых групп, в определении 1 пункт 1)

совпадает с определением квазинильпотентной группы, пункты 2)–4) совпада-
ют с определениями c-сверхразрешимой, ca-разрешимой и ca-сверхразрешимой
групп, соответственно, из [10]. Если J — класс всех простых неабелевых групп,
то N∗

J совпадает с классом всех sn-разрешимых групп из [10].

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения:
1) классы N∗

J , SJca и UJca являются разрешимо насыщенными формациями
Фиттинга;

2) класс UJc является нормально наследственной разрешимо насыщенной
формацией;

3) UJc является формацией Фиттинга, если J не содержит абелевых групп;
4) N∗

J ⊆ UJca ⊆ UJc и UJca ⊆ SJca. В общем случае N∗
J ̸= UJca ̸= UJc и

UJca ̸= SJca.

Следствие 1. Если N — нормальная разрешимая подгруппа группы G и G/Φ(N)
Jc-сверхразрешима, то G Jc-сверхразрешима.

Отметим, что по известной теореме Р. Бэра [8, гл. IV, теорема 4.17] форма-
ция является разрешимо насыщенной тогда и только тогда, когда она является
композиционной. В предложении 1 настоящей работы для классов групп N∗

J ,
SJca, UJca, UJc установлено, что они являются композиционными формациями
и найдены их максимальные внутренние композиционные экраны

Пусть G = HK, где H и K — нормальные сверхразрешимые подгруппы
группы G. Пример из [16, гл. I, с. 8–9] показывает, что G не всегда являет-
ся сверхразрешимой. Известно, что G сверхразрешима в одном из следующих
случаев: 1) коммутант G′ нильпотентен [17]; 2) H и K имеют взаимно простые
индексы в G [16, гл. 4, теорема 3.4]; 3) либо H, либо K нильпотентна. Отмечен-
ные выше результаты были распространены в [11] на c-сверхразрешимые груп-
пы, в работе В.С. Монахова и И.К. Чирик [18] на p-сверхразрешимые группы.
Следующая теорема является "J-аналогом"теоремы 2 из [11].

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения:
1) если группа G = HK, где H и K — нормальные Jc-сверхразрешимые под-

группы из G и фактор-группы G/H и G/K не имеют общих (с точностью до
изоморфизма) абелевых композиционных факторов, то G Jc-сверхразрешима;

2) если группа G есть расширение Jca-разрешимой группы с помощью A-
группы и G = HK, где H и K — нормальные Jc-сверхразрешимые подгруппы
из G, то G Jc-сверхразрешима;

3) если группа G = HK, где H — нормальная Jc-сверхразрешимая под-
группа и K — нормальная Jca-сверхразрешимая подгруппа из G, тo G Jc-
сверхразрешима.
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Следствие 2. Если группа G = HK, где H и K — нормальные Jc-сверхраз-
решимые подгруппы из G и (|G : H|, |G : K|) = 1, то G Jc-сверхразрешима.

Группу G назовем полусверхразрешимой, если G Jc-сверхразрешима и J сов-
падает с классом всех групп, порядки которых являются простыми числами.

Следствие 3. Если группа G = HK, где H и K — нормальные полусверх-
разрешимые подгруппы из G и фактор-группы G/H и G/K не имеют общих
(с точностью до изоморфизма) абелевых композиционных факторов, то G
полусверхразрешима.

Следствие 4. Если группа G есть расширение ca-разрешимой группы с по-
мощью A-группы и G = HK, где H и K — нормальные полусверхразрешимые
подгруппы из G, то G полусверхразрешима.

Следствие 5. Если группа G = HK, где H — нормальная полусверхразре-
шимая подгруппа и K — нормальная ca-разрешимая подгруппа из G, тo G
полусверхразрешима.

Следствие 6. Если группа G есть расширение J-квазинильпотентной груп-
пы с помощью A-группы и G = HK, где H и K — нормальные Jc-сверхразре-
шимые подгруппы из G, то G Jc-сверхразрешима.

Следствие 7. Если группа представима в виде произведения нормальной J-
квазинильпотентной подгруппы и нормальной Jc-сверхразрешимой подгруп-
пы, то она Jc-сверхразрешима.

В последние годы активно изучаются произведения групп, у которых фак-
торы связаны определенными условиями перестановочности для подгрупп.

Согласно [19, c. 151] группа G = AB называется произведением взаимно
перестановочных подгрупп A и B, если A перестановочна с каждой подгруппой
из B и B перестановочна с каждой подгруппой из A.

В работе [15] был получен аналог теоремы Р. Бэра [17] для произведений
взаимно перестановочных c-сверхразрешимых подгрупп. Развитием этого ре-
зультата является

Теорема 3. Пусть группа G = HK — произведение взаимно перестановоч-
ных подгрупп H и K. Если H и K Jc-сверхразрешимы и коммутант G′ Jca-
сверхразрешим, то G Jc-сверхразрешима.

Следствие 8. Пусть группа G = HK — произведение взаимно перестано-
вочных подгрупп H и K. Если H и K c-сверхразрешимы и коммутант G′

ca-сверхразрешим, то G c-сверхразрешима.

Следствие 9. [20] Пусть группа G = HK — произведение взаимно переста-
новочных подгрупп H и K. Если H и K Jc-сверхразрешимы и коммутант G′

J-квазинильпотентен, то G Jc-сверхразрешима.

Следствие 10 ([15]). Пусть группа G = HK — произведение взаимно пере-
становочных подгрупп H и K. Если H и K c-сверхразрешимы и коммутант
G′ квазинильпотентен, то G c-сверхразрешима.
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2. Предварительные результаты

Используется стандартная теоретико-групповая терминология из моногра-
фий [6, 8]. Напомним понятия и обозначения, существенные в работе.

Формацией называется класс групп, замкнутый относительно взятия гомо-
морфных образов и подпрямых произведений. Формация F называется нор-
мально наследственной, если F вместе с каждой группой содержит все ее нор-
мальные подгруппы; разрешимо насыщенной, если из G/Φ(N) ∈ F для разре-
шимой нормальной подгруппы N группы G всегда следует, что G ∈ F.

Формация Фиттинга — это формация F, которая является классом Фит-
тинга, т. е. F есть нормально наследственная формация и из условий Ni E G,
Ni ∈ F, i = 1, 2 и G = N1N2 всегда следует, что G ∈ F.

Пусть F — непустая формация. Через GF обозначается F-корадикал группы
G, т. е. наименьшая нормальная подгруппа группы G, для которой G/GF ∈ F.

Через J обозначается класс всех простых групп; Np — класс всех p-групп
для некоторого простого p; A — класс всех абелевых групп; A(p − 1) — класс
всех абелевых групп экспоненты, делящей p − 1; AP — класс всех A-групп,
т. е. групп с абелевыми силовскими подгруппами. Нетрудно проверить, что AP

является наследственной формацией.
Отображение f : J → {формации} называется композиционным экраном.

Формация F называется композиционной, если она имеет хотя бы один ком-
позиционный экран f такой, что F = (G | G/CG(H/K) ∈ f(A) для любого
главного фактора H/K группы G и любого композиционного фактора A из
H/K). В случае, когда |A| = p, вместо f(A) используется обозначение f(p).

Внутренним композиционным экраном формации F называется такой ком-
позиционным экран f , что f(N) ⊆ F для любого композиционного фактора N
группы G. Экран f называется максимальным внутренним композиционным
экраном формации F, если f является максимальным элементом множества
всех внутренних композиционных экранов формации F.

Лемма 1. [8, гл. A, предложение 4.13] (a) Характеристически простая группа
является прямым произведением подгрупп, которые изоморфны фиксирован-
ной простой группе.

(b) Пусть G = G = G1 × · · · × Gr, где каждая Gi — неабелева простая
группа. Подгруппа S субнормальна в G тогда и только тогда, когда она есть
(прямое) произведение подмножества факторов Gi.

(c) Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G и N ≤ MEG.
Тогда N — прямое произведение минимальных нормальных подгрупп из M .

Лемма 2. [16, гл. I, теорема 1.4] Пусть H/K — p-главный фактор группы G.
Тогда и только тогда |H/K| = p, когда AutG(H/K) ∈ A(p− 1).

Лемма 3. [6, лемма 3.9, п. 1] Если H/K — главный фактор группы G и p ∈
π(H/K), то G/CG(H/K) не содержит неединичных нормальных p-подгрупп,
причем Fp(G) ⊆ CG(H/K).

Лемма 4. [6, теорема 3.1] Композиционная формация F имеет единствен-
ный максимальный внутренний композиционный экран f , причем f обладает
следующими свойствами:

1) f(p) = Npf(p) для любого простого p;
2) f(H) = F для любой неабелевой элементарной группы H.
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Лемма 5. [11, Лемма 1] Пусть F — формация и N — минимальная нормаль-
ная подгруппа группы G такая, что |N | = pα для некоторого простого числа
p. Если N содержится в подгруппе H из G и H/CH(U/V ) ∈ F для любого
H-главного фактора U/V группы N , то H/CH(N) ∈ NpF.

3. Доказательства основных результатов

Лемма 6. Пусть J — некоторый класс простых групп, H/K — главный фак-
тор группы G такой, что B ≤ K < H ≤ A, где A и B — нормальные подгруп-
пы группы G и A/B — прямое произведение неабелевых простых групп из J .
Тогда справедливы следующие утверждения:

1) H/K — главный J-фактор группы G;
2) если x ∈ G и x индуцирует внутренний автоморфизм A/B, то x инду-

цирует внутренний автоморфизм H/K.

Доказательство. Утверждение 1) следует из леммы 1.
2) Пусть x ∈ G и x индуцирует внутренний автоморфизм A/B. Тогда най-

дется aB ∈ A/B, a ∈ A такой, что (A/B)aB = A/B. По условию A/B =
A1/B× · · ·×An/B, где A1/B, . . . , An/B — неабелевы простые группы из J . По
лемме 1 H/B = Ai1/B × · · · ×Aim/B, где {i1, . . . , im} ⊆ {1, . . . , n}.

Заметим, что aB = a1B · · · anB для некоторых aiB ∈ Ai/B, ai ∈ Ai, i =
1, . . . , n. Так как (aiB)(ajB) = (ajB)(aiB), получаем, что (H/B)aB = (H/B)hB ,
где hB = ai1B · · · aimB и aik ∈ Aik , k = 1, . . . ,m. Из (H/K)hK = H/K следует,
что x индуцирует внутренний автоморфизм H/K. �

Предложение 1. Пусть F ∈ {N∗
J ,UJc,SJac,UJac}. Тогда справедливы следу-

ющие утверждения.
1) Если G ∈ F и N EG, то G/N ∈ F.
2) Если Ni E G и G/Ni ∈ F для i = 1, 2, то G/N1 ∩N2 ∈ F.
3) Если G ∈ F и N EG, то N ∈ F.
4) Класс групп F является композиционной формацией и имеет макси-

мальный внутренний композиционный экран h такой, что
если F ∈ {N∗

J ,SJac,UJac}, то

h(N) =


Np, если N ∈ J и N — группа простого порядка p;

F, если либо N ̸∈ J и N — группа простого порядка,
либо N — простая неабелева группа,

если F = UJc, то

h(N) =


NpA(p− 1), если N ∈ J и N — группа простого порядка p;

F, если либо N ̸∈ J и N — группа простого порядка,
либо N — простая неабелева группа.

5) F разрешимо насыщена.

Доказательство. 1) Пусть R/N/L/N — главный J-фактор группы G/N . Из G-
изоморфизма R/N/L/N ≃ R/L следует, что R/L — главный J-фактор группы
G. Если F = N∗

J и xN ∈ G/N , x ∈ G, то x индуцирует внутренний автоморфизм
R/L. Тогда ясно, что xN индуцирует внутренний автоморфизм R/N/L/N . По-
этому G/N ∈ N∗

J . Если F = UJc, то R/N/L/N — простая группа и G/N ∈ UJc.
Если F ∈ {SJac,UJac}, то ввиду теорем 1 и 2 из [16, приложение B] G/N ∈ F.
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2) Утверждение следует из того, что каждый главный J-фактор группы
G/N1∩N2 G-изоморфен либо главному J-фактору группы G/N1, либо главному
J-фактору группы G/N2.

3) Пусть H/K — главный J-фактор группы N . В G найдется главный фак-
тор A/B такой, что B ≤ K < H ≤ A. Так как A/B является прямым произве-
дением изоморфных простых групп, A/B — главный J-фактор группы G.

Пусть F = N∗
J и x ∈ N . Из G ∈ N∗

J следует, что x индуцирует внутренний ав-
томорфизм A/B. Если A/B абелев, то x индуцирует тождественный автомор-
физм A/B. Следовательно, x индуцирует тождественный автоморфизм H/K.
Если A/B неабелев, то по лемме 1 x индуцирует внутренний автоморфизм
H/K. Следовательно, N ∈ N∗

J .
Пусть F = SJac и H/K — абелева p-группа для некоторого простого p. Тогда

A/B — абелева p-группа. Из G ∈ SJac следует, что 1 = G/CG(A/B). Поэтому
A/B ≤ Z(G/B) и A/B ≤ Z(N/B). Тогда H/B/K/B ≤ Z(N/B/K/B). Откуда
получаем, что H/K ≤ Z(N/K). Это означает, что H/K — центральный фактор
группы N и N ∈ SJac.

Пусть F ∈ {UJc,UJac}. Тогда A/B — простая группа. Так как H/B E A/B
и K/B E A/B, заключаем, что H = A и K = B, т. е. H/K — простая группа.
Поэтому, если F = UJc, то N ∈ UJc. Допустим, что F = UJac и фактор H/K
абелев. Из G ∈ UJac следует, что A/B = H/K централен в G, а значит, и в N .
Поэтому N ∈ UJac.

4) Из доказанных выше пунктов 1) и 2) следует, что F — формация. Пусть
X — класс всех групп, у которых главные факторы h-центральны.

Предположим, что множество X \ F непусто, и выберем в нем группу G
наименьшего порядка. Так как X и F являются формациями, в G имеется
единственная минимальная нормальная подгруппа N и N = GF. Из выбора
G следует, что N является J-фактором.

Пусть N — неабелева группа. Если N = G, то G — простая группа и G ∈ F.
Противоречие. Будем считать, что N ̸= G. По лемме 1 N = N1 × · · · ×Nm, где
N1, . . . , Nm — изоморфные простые неабелевы группы. Заметим, что CG(N) ∩
N E G. Из неабелевости и минимальности N следует, что CG(N) = 1. Так как
G ∈ X, то G ≃ G/CG(N) ∈ f(N1) = F. Получили противоречие с выбором G.

Пусть N — абелева p-группа для некоторого простого числа p. Из G ∈ X
следует, что G/CG(N) ∈ h(p).

Допустим, что F ∈ {N∗
J ,SJac,UJac}. Тогда h(p) = Np. По лемме 3 G/CG(N) =

1. Отсюда и из G/N ∈ F получаем, что G ∈ F. Это противоречит выбору G.
Пусть теперь F = UJc. Тогда h(p) = NpA(p − 1). Из леммы 3 следует, что

G/CG(N) ∈ A(p− 1). По лемме 2 N — циклическая группа порядка p. Так как
G/N ∈ UJc заключаем, что G ∈ UJc. Это противоречит выбору G.

Таким образом, X ⊆ F.
Предположим теперь, что множество F \ X непусто, и выберем в нем груп-

пу G наименьшего порядка. Можно считать, что в G имеется единственная
минимальная нормальная подгруппа K, причем K = GX.

Если K — неабелева группа, то CG(K) = 1 и K = K1×· · ·×Kn, где K1, . . . ,Kn

— изоморфные простые неабелевы группы. Тогда G/CG(K) ≃ G ∈ F = h(K1),
т. е. главный фактор K является h-центральным в G. Отсюда и из G/K ∈ X
следует, что G ∈ X. Получили противоречие с выбором G.

Пусть K — абелева p-группа для некоторого простого p.
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Допустим, что K не является J-фактором группы G. Тогда из h(p) = F
и G/CG(K) ∈ F следует, что K является h-центральным главным фактором
группы G. Поэтому G ∈ X. Это противоречит выбору G.

Предположим, что K — главный J-фактор группы G.
Пусть F ∈ {N∗

J ,SJac,UJac}. Ввиду абелевости K заключаем, что G/CG(K) ≃
1 ∈ Np = h(p). Отсюда и из G/K ∈ X следует, что G ∈ X. Это противоречит
выбору G.

Пусть F = UJc. Из G ∈ UJc следует, что |K| = p. Тогда G/CG(K) ≃ AutG(K)
изоморфна подгруппе циклической группы порядка p−1. Поэтому G/CG(K) ∈
A(p−1) = h(p). Значит, K является h-центральным главным фактором в G. Из
G/K ∈ UJc следует, что G ∈ UJc. Это противоречие завершает доказательство
того, что F ⊆ X.

Тем самым равенство X = F доказано.
Из задания h следует, что h — внутренний экран. Из леммы 4 заключаем,

что h — максимальный внутренний композиционный экран формации F.
5) Ввиду пункта 4) и теоремы 4.12 из [8, гл. IV] формация F является раз-

решимо насыщенной. �

Предложение 2. Пусть либо F ∈ {N∗
J ,SJac,UJac}, либо F = UJc и J не

содержит абелевых групп. Если Ni E G, Ni ∈ F, i = 1, 2 и G = N1N2, то
G ∈ F.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по |G|.
Из пунктов 1) и 2) предложения 1 следует, что F — формация. Поэтому

из G/Ni ∈ F для i = 1, 2 заключаем, что G/N1 ∩ N2 ∈ F. Для N1 ∩ N2 = 1
получаем, что G = N1N2 ∈ F. Поэтому допустим, что N1 ∩ N2 ̸= 1. Пусть K
— минимальная нормальная подгруппа группы G и K ≤ N1 ∩N2. Из Ni/K E
G/K,Ni/K ∈ F, i = 1, 2 по индукции следует, что G/K = N1N2/K ∈ F. Если
K не является главным J-фактором группы G, то G ∈ F. Допустим, что K
— главный J-фактор группы G. Из K ≤ N1 по лемме 1 следует, что K =
T1 × · · · × Ts, где Ti — минимальная нормальная подгруппа группы N1 для
i = 1, . . . , s. Ввиду K ≤ N2 и леммы 1 K = U1×· · ·×Uk, где Uj — минимальная
нормальная подгруппа группы N2 для j = 1, . . . , k.

Пусть F = N∗
J и x ∈ G. Тогда x = n1n2 для некоторых ni ∈ Ni, i = 1, 2.

Элемент x индуцирует автоморфизм группы K. Так как Tj — минимальная
нормальная подгруппа группы N1 и Tj является главным J-фактором в N1,
из N1 ∈ N∗

J заключаем, что n1 индуцирует внутренний автоморфизм Tj , j =
1, . . . , s. Тогда (Tj)

yj = Tj для некоторого yj ∈ Tj , j = 1, . . . , s. Из того, что
Ul — минимальная нормальная подгруппа группы N2 и Ul является главным
J-фактором в N2, следует, что n2 индуцирует внутренний автоморфизм Ul,
l = 1, . . . , k. Это означает, что (Ul)

zl = Ul для некоторого zl ∈ Ul, l = 1, . . . , k.
Если K — абелева группа, то Tj и Ul являются абелевыми группами, j =

1, . . . , s, l = 1, . . . , k. Тогда y = y1 · · · ys действует тождественно на Tj , j =
1, . . . , s и n1 индуцирует тождественный автоморфизм группы K. Элемент
z = z1 · · · zk действует тождественно на Ul, l = 1, . . . , k. Поэтому n2 индуци-
рует тождественный автоморфизм группы K. Значит, x = n1n2 индуцирует
тождественный автоморфизм K. Из G/K ∈ N∗

J следует, что G = N1N2 ∈ N∗
J .
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Допустим, что K — неабелева группа. Так как T y
j = T

yj

j и Uz
l = Uzl

l для
j = 1, . . . , s, l = 1, . . . , k, из Ky = K = Kz следует, что n1 и n2 индуцируют внут-
ренние автоморфизмы группы K. Поэтому x = n1n2 индуцирует внутренний
автоморфизм группы K. Ввиду G/K ∈ N∗

J заключаем, что G = N1N2 ∈ N∗
J .

Пусть F = SJac и K — абелева группа. Тогда Tj — абелев главный J-фактор
группы N1 ∈ SJac, j = 1, . . . , s и Ul — абелев главный J-фактор группы N2 ∈
SJac, l = 1, . . . , k. Поэтому Tj ≤ Z(N1) и Ul ≤ Z(N2) для любого j = 1, . . . , s и
l = 1, . . . , k. Так как K = T1×· · ·×Ts = U1×· · ·×Uk, получаем, что G = CG(K).
Отсюда и из G/K ∈ SJac следует, что G = N1N2 ∈ SJac.

Пусть F = UJac. Из Ni ∈ UJac для i = 1, 2, следует, что Tj и Ul являются
простыми группами для любого j = 1, . . . , s и l = 1, . . . , k.

Допустим, что K — неабелева группа. По лемме 1 T1 = Um для некоторого
m ∈ {1, . . . , k}. Тогда T1EN1N1 = G. Из минимальности K следует, что K = T1.

Если K — абелева p-группа для некоторого простого p, то |Tj | = |Ul| = p
для j = 1, . . . , s, l = 1, . . . , k и s = k. Так как Ni ∈ UJac для i = 1, 2, имеем,
что N1 = CN1(Tj) и N2 = CN2(Ul) для всех j = 1, . . . , s, l = 1, . . . , s. Из K =
T1×· · ·×Ts = U1×· · ·×Us и G = N1N2 заключаем, что G = CG(K). Тогда T1EG.
Ввиду минимальности K получаем, что K = T1. Из G/K ∈ UJac, следует, что
G = N1N2 ∈ UJac.

Пусть F = UJc и J не содержит абелевых групп. Тогда K — неабелева группа.
Так как Ni ∈ UJc для i = 1, 2, группы Tj и Ul являются простыми группами
для любого j = 1, . . . , s и l = 1, . . . , k. Отсюда и из леммы 1 следует, что
T1 = Um = K для некоторого m ∈ {1, . . . , k}. Тогда из G/K ∈ UJc заключаем,
что G ∈ UJc. �

Доказательство теоремы 1.

Доказательство. Утверждение 1) теоремы следует из предложений 1 и 2.
Утверждение 2) теоремы получается из предложения 1.
Утверждение 3) теоремы следует из пунктов 1)–3) предложения 1 и предло-

жения 2.
Докажем утверждение 4). Ясно, что UJca ⊆ UJc и UJca ⊆ SJca. Ввиду пунк-

тов 2)–4) определения 1 в общем случае UJca ̸= UJc и UJca ̸= SJca.
Докажем, что N∗

J ⊆ UJca. Пусть G — группа наименьшего порядка такая,
что G ∈ N∗

J\UJac. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа из G. Если
N = G, то G — простая группа и G ∈ UJac. Это противоречит выбору G.
Предположим, что N ̸= G. Ввиду пунктов 1) и 2) предложения 1 N∗

J и UJac

являются формациями. Поэтому G/N ∈ UJac.
Если N не является J-группой, то G ∈ UJac. Получили противоречие с вы-

бором G.
Пусть N — J-группа. Возьмем g ∈ G. Автоморфизм группы N , индуцируе-

мый элементом g, является внутренним автоморфизмом, индуцируемым неко-
торым элементом n ∈ N . Тогда gn−1 ∈ CG(N). Следовательно, G = NCG(N).
Из минимальности N следует, что N = N1 × · · · × Nt — произведение изо-
морфных простых групп Ni, i = 1, . . . , t. Заметим, что CG(N) ⊆ CG(Ni). То-
гда G = NiCG(Ni), i = 1, . . . , t. Следовательно, Ni E G. Поэтому t = 1 и
N — простая J-группа. Если N — неабелева группа, то из G/N ∈ UJac сле-
дует, что G ∈ UJac. Это противоречит выбору G. Если N — абелева группа,
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то G = CG(N). Это означает, что N в G является центральным главным J-
фактором. Отсюда и из G/N ∈ UJac следует, что G ∈ UJac. Получили проти-
воречие с выбором G. Итак, доказано, что N∗

J ⊆ UJca.
В общем случае N∗

J ̸= UJca. Например, для J = (S5, Z2) симметрическая
группа S5 на 5 символах принадлежит UJca, но не принадлежит N∗

J . �

Доказательство теоремы 2.

Доказательство. 1) Пусть G — контрпример наименьшего порядка к утвер-
ждению 1) теоремы. Для любой минимальной нормальной подгруппы N груп-
пы G все условия утверждения 1) выполняются. Поэтому G/N ∈ UJc. По тео-
реме 1 UJc является формацией. Значит, N — единственная минимальная нор-
мальная подгруппа в G и N ≤ H ∩K. Из выбора G следует, что N — главный
J-фактор группы G. По 3) леммы 1 подгруппа N = T1×· · ·×Ts = U1×· · ·×Uk,
где Ti и Uj являются минимальными нормальными подгруппами групп H и K
соответственно, i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , k.

Пусть N — абелева p-группа для некоторого простого числа p. Из H ∈
UJc и K ∈ UJc следует, что |Ti| = p и |Uj | = p для любого i = 1, . . . , s,
j = 1, . . . , k и s = k. Пусть U/V — любой H-главный фактор группы N .
Так как H ∈ UJc, то H/CH(U/V ) ∈ h(p), где h — максимальный внутрен-
ний композиционный экран формации UJc. Тогда h(p) = NpA(p − 1) и по
лемме 5 H/CH(N) ∈ NpA(p − 1). Ввиду симметричности условий, наложен-
ных на H и K, получаем, что K/CK(N) ∈ NpA(p − 1). Группа G/CG(N) =
HCG(N)/CG(N)·KCG(N)/CG(N) и HCG(N)/CG(N) ≃ H/CH(N) ∈ NpA(p−1),
KCG(N)/CG(N) ≃ K/CK(N) ∈ NpA(p− 1).

Обозначим G/CG(N) = Ḡ, HCG(N)/CG(N) = H̄ и KCG(N)/CG(N) = K̄.
Так как Ḡ разрешима и G/H и G/K не имеют общих (с точностью до изо-
морфизма) абелевых композиционных факторов, заключаем, что (|Ḡ : H̄|, |Ḡ :
K̄|) = 1. Из H̄/Op(H̄) ∈ A(p − 1), K̄/Op(K̄) ∈ A(p − 1) и Op(H̄)Op(K̄) E Ḡ
заключаем, что Ḡ/Op(H̄)Op(K̄) ∈ A(p− 1). Откуда получаем, что G/CG(N) ∈
NpA(p − 1) = h(N). Следовательно, фактор N является h-центральным в G.
Отсюда и из G/N ∈ UJc следует, что G ∈ UJc. Это противоречит выбору G.

Если N — неабелева группа, то по лемме 1 T1 = Uj для некоторого j ∈
{1, . . . , k}. Тогда T1 EG. Откуда получаем, что T1 = N и G ∈ UJc. Это проти-
воречие завершает доказательство утверждения 1).

2) Пусть G — контрпример наименьшего порядка к утверждению 2) теоре-
мы. Тогда G обладает единственной минимальной нормальной подгруппой N ,
причем G/N ∈ UJc, N ≤ H ∩K и N является главным J-фактором группы G.

Предположим, что N — абелева p-группа для некоторого простого p. Пока-
жем, что G/CG(N) ∈ NpA

P. По условию G есть расширение Jca-разрешимой
группы с помощью A-группы. Поэтому GAP ∈ SJca. Обозначим L = GAP

. Тогда
L/CL(U/V ) = 1 для любого L-главного фактора U/V группы N . Из леммы 5
заключаем, что L/CL(N) ∈ Np. Тогда группа G/CL(N) является расширением
p-группы L/CL(N) с помощью A-группы G/L. Поэтому G/CL(N) ∈ NpA

P. Так
как CL(N) ≤ CG(N), получаем, что G/CG(N) ∈ NpA

P.
По лемме 3 Op(G/CG(N)) = 1. Поэтому G/CG(N) ∈ AP.
Пусть h — максимальный внутренний композиционный экран формации

UJc. По условию H ∈ UJc. Поэтому H/CH(U/V ) ∈ h(p) = NpA(p − 1) для
любого H-главного фактора U/V группы N . Ввиду леммы 5 H/CH(N) ∈
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Np(NpA(p − 1)) = NpA(p − 1). Так как на H и K наложены симметричные
условия, получаем, что K/CK(N) ∈ NpA(p − 1). Обозначим Ḡ = G/CG(N),
H̄ = HCG(N)/CG(N) и K̄ = KCG(N)/CG(N). Тогда Ḡ = H̄K̄, где H̄ ≃
H/CH(N) ∈ NpA(p−1) и K̄ ≃ K/CK(N) ∈ NpA(p−1). Так как Op(H̄) и Op(K̄)
являются нормальными подгруппами группы Ḡ, получаем, что Op(H̄) = 1 и
Op(K̄) = 1. Тогда H̄ ∈ A(p− 1) и K̄ ∈ A(p− 1). Любая силовская q-подгруппа
Q группы Ḡ имеет вид Q = Q1Q2, где Q1 и Q2 — некоторые силовские q-
подгруппы групп H̄ и K̄ соответственно. Из Ḡ ∈ AP следует, что Ḡ ∈ A(p− 1).
Это означает, что G/CG(N) ∈ NpA(p−1) = h(p), т. е. главный фактор N явля-
ется h-центральным в G. Из G/N ∈ UJc получаем G ∈ UJc. Это противоречит
выбору G.

Пусть N — неабелева группа. Тогда N является прямым произведением ми-
нимальных нормальных подгрупп из H и прямым произведением минималь-
ных нормальных подгрупп из K. Из H ∈ UJc, K ∈ UJc и леммы 1 следует, что
N — простая группа. Ввиду G/N ∈ UJc получаем, что G ∈ UJc. Это противо-
речит выбору G. Утверждение 2) доказано.

3) Пусть G — контрпример наименьшего порядка к утверждению 3) тео-
ремы. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Для G/N
условия утверждения 3) теоремы выполняются. Поэтому G/N является Jc-
сверхразрешимой. Так как UJc — формация, N — единственная минимальная
нормальная подгруппа группы G и N = GUJc . Поэтому N ≤ H ∩K и N явля-
ется главным J-фактором в G.

Предположим, что N — p-группа для некоторого простого p. Тогда лю-
бой H-главный фактор U/V группы N является абелевым J-фактором. Из
H ∈ UJca получаем, что H/CH(U/V ) = 1. По лемме 5 H/CH(N) является p-
группой. Подгруппа K ∈ UJc. Поэтому для любого K-главного фактора R/L
группы N имеем K/CK(R/L) ∈ NpA(p − 1). По лемме 5 имеем K/CK(N) ∈
Np(NpA(p− 1)) = NpA(p− 1). Таким образом, группа G/CG(N) есть произве-
дение p-группы HCG(N)/CG(N) и NpA(p−1)-группы KCG(N)/CG(N). Отсюда
следует, что G/CG(N) ∈ NpA(p − 1). Это означает, что фактор N = GUJc яв-
ляется h-центральным в G. Получили противоречие с выбором G.

Если N — неабелева группа, то из N ≤ H ∈ UJca, N ≤ K ∈ UJc и леммы
1 следует, что N — простая группа. Ввиду G/N ∈ UJc получаем, что G Jc-
сверхразрешима. Это противоречит выбору G. Утверждения 3) доказано. �

Для доказательства теоремы 3 нам потребуются следующие результаты.

Лемма 7. [19, лемма 4.3.3] Пусть G = AB — произведение взаимно переста-
новочных подгрупп A и B. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если N — максимальная нормальная подгруппа группы G, то {AN,BN, (A∩
B)N} ⊆ {N,G}.

2. Если N — неабелева минимальная нормальная подгруппа группы G, то
{A ∩N,B ∩N} ⊆ {N, 1} и N = (N ∩A)(N ∩B).

3. Если N — минимальная нормальная подгруппа группы G, то N ≤ A∩B
или [N,A ∩B] = 1.

4. Если N — минимальная нормальная подгруппа группы G, то {A∩N,B∩
N} ⊆ {N, 1}.
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5. Если N — минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся
в A, и B ∩ N = 1, то N ≤ CG(A) или N ≤ CG(B). Кроме того, если N
нециклическая, то N ≤ CG(B).

Из леммы 4.1.10 [19] следует

Лемма 8. Если группа G = AB — произведение взаимно перестановочных
подгрупп A и B и N E G, то G/N = AN/N ·BN/N — произведение взаимно
перестановочных подгрупп AN/N и BN/N .

Лемма 9. [19, теорема 4.3.11] Пусть нетривиальная группа G = AB есть
произведение взаимно перестановочных подгрупп A и B. Тогда AGBG не три-
виально.

Доказательство теоремы 3.

Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пусть G — контрпри-
мер наименьшего порядка. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа
группы G. Без потери общности можно предположить, что G ̸= N . По лем-
ме 8 фактор-группа G/N = HN/N · KN/N — произведение взаимно пере-
становочных подгрупп HN/N и KN/N . Так как HN/N ≃ H/H ∩ N ∈ UJc,
KN/N ≃ K/K ∩ N ∈ UJc и коммутант (G/N)′ Jca-сверхразрешим, для G/N
условия теоремы выполняются. По выбору G имеем, что G/N ∈ UJc. Так как
UJc — формация, N является единственной минимальной нормальной подгруп-
пой группы G.

Из G /∈ UJc заключаем, что N — J-группа, причем N абелева и |N | = pn

для некоторого простого p. По утверждению 4) предложения 1 формация UJc

имеет максимальный внутренний композиционный экран h такой, что h(p) =
NpA(p− 1). Ввиду леммы 7 рассмотрим следующие случаи.

1. Пусть H ∩N = K ∩N = N . Тогда N ≤ H ∩K. Пусть U/V есть H-главный
фактор группы N . Из H ∈ UJc следует, что H/CH(U/V ) ∈ h(p). По леммам 4
и 5 H/CH(N) ∈ Nph(p) = h(p). Аналогично K/CK(N) ∈ Nph(p) = h(p). Тогда
G/CG(N) = HCG(N)/CG(N) ·KCG(N)/CG(N) является произведением взаим-
но перестановочных подгрупп HCG(N)/CG(N) и KCG(N)/CG(N).

Так как N ≤ G′ и G′ ∈ UJac, по лемме 5 G′/CG′(N) ∈ Np. Следовательно,
G′/CG′(N) ≃ (G/CG(N))′ является p-группой. Из G/CG(N)/(G/CG(N))′ ∈ A
заключаем, что G/CG(N) ∈ NpA. По лемме 3 G/CG(N) ∈ A. Из Op(G/CG(N)) =
1 следует, что HCG(N)/CG(N) ≃ H/CH(N) ∈ A(p − 1) и KCG(N)/CG(N) ≃
K/CK(N) ∈ A(p − 1). Тогда G/CG(N) ∈ A(p − 1) = h(p). Так как G/N ∈ UJc,
получаем, что G ∈ UJc. Это противоречит выбору G.

2. Пусть H∩N = K∩N = 1. По лемме 9 HGKG ̸= 1. Тогда либо N ⊆ HG ⊆ H,
либо N ⊆ KG ⊆ K. Получили противоречие.

3. Пусть H ∩ N = N и K ∩ N = 1. Допустим N не является цикличе-
ской группой. Тогда N ≤ CG(K) по пункту 5) леммы 7. Следовательно, K ⊆
CG(N) и G/CG(N) = HCG(N)/CG(N) ·KCG(N)/CG(N) = HCG(N)/CG(N) ≃
H/(CG(N)∩H) = H/CH(N). Так как N ⊆ H и H ∈ UJc, по лемме 5 H/CH(N) ∈
Nph(p) = h(p). Из G/CG(N) ∈ h(p) и G/N ∈ UJc следует, что G ∈ UJc. Полу-
чили противоречие с выбором G.

Пусть N — циклическая группа. Тогда |N | = p и G/CG(N) — циклическая
группа порядка, делящего p − 1. Тогда G/CG(N) ∈ A(p − 1) ⊆ h(p). Следова-
тельно, G ∈ UJc, получили противоречие.
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4. Пусть H ∩N = 1 и K ∩N = N . Как в пункте 3 приходим к противоречию
ввиду симметричности условий, наложенных на H и K. �

Частично результаты данной работы были анонсированы в тезисах докладов
[21].
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