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1. Пусть Е ■ локально выпуклое пространство *,  (x/t) — линейно не­

* Все встречающиеся ниже пространства предполагаются отделимыми.
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зависимая последовательность элементов из Е, а (сД^—числовая после­
довательность. Задачу о нахождении непрерывного линейного функцио­
нала f на Е такого, что f(xh) = cft. Б. М. Макаров (‘) называет проблемой 
моментов относительно (хк) и (ск). Если для заданной последовательности 
(хк) и любой числовой последовательности проблема моментов разрешима 
то будем говорить, что проблема моментов для последовательности (хА 
разрешима.

2. Пусть (ХД^ — возрастающая последовательность ли­
нейных подпространств в Е (топология на Хк индуцирована из Е). Если на 
каждом Хй. задан непрерывный линейный функционал Д такой, что /й|д-к_, ~ 
= /й-1, то будем говорить, что на (X,,)4 ^задана согласованная последова­
тельность функционалов. Если для каждой такой последовательности (Д) 
можно указать непрерывный линейный функционал / на Е такой, что

= то будем говорить, что проблема моментов для последователь­
ности (Хк) разрешима.

3. Отметим несколько задач, решение которых сводится к решению со­
ответствующих проблем моментов. Пусть в сопряженном Е' к локально 
выпуклому пространству Е задана последовательность функционалов 
(g\) Сопоставим каждому х = Е числовую последовательность
(gAx)) получим непрерывное отображение Е в пространство числовых 
последовательностей s. Обратно, по каждому отображению g: Е s стро­
ится последовательность элементов (gk) из Е', определяющих это отобра­
жение.

Таким образом, вопрос об эппморфности g эквивалентен вопросу о раз­
решимости проблемы моментов относительно (gs)^L1 , если наделить Е' 
слабой топологией.

•1 г-с4. Пусть (АД, Fk)k=i— обратный спектр локально выпуклых
пространств, F = Jim Fk. Пусть Ah: Е к = 1, 2, . . . , — непрерывные
линейные отображения локально выпуклого пространства Е такие, что 
ссйАй+1 = Ай. Положим А = lim Ак. Предположим, что все Ак эпиморфны. 
Будет ли А эпиморфизмом?

Вопрос об эпиморфпости А сводится к вопросу о разрешимости проб­
лемы моментов для последовательности подпространств (Im А,/);'Д=1в про­
странстве Е', наделенном слабой топологией.

Очевидно, что задача о разрешимости проблемы моментов включает 
задачу о непрерывности секвенциально непрерывных функционалов па 
подпространстве строгого счетного индуктивного предела метризуемых 
локально выпуклых пространств.



5. Пусть М — подмножество локально выпуклого пространства Е, через 
Ем обозначим линейную оболочку М в Е, через М“ — поляру М в Е', через 
М00 — поляру Л/° в Е" (сопряженном к Е', наделенному сильной тополо­
гией) .

Теорема 1. В обозначениях п. 2 пусть сильное сопряженное к Е есть 
пространство Фреше. Проблема моментов относительно последовательности 

разрешима тогда и только тогда, когда для любого ограниченного 
множества В в Е существует натуральное i такое, что

Следствие. Пусть L линейная оболочка последовательности ли­
нейно независимых элементов (хк) в Е, удовлетворяющем условию тео­
ремы. Проблема моментов для (хк) разрешима тогда и только тогда, когда 
для любого ограниченного В dim(L Г) Е< °°. Если Е полурефлексив- 
но, то Е б» можно заменить на Ев.

Это следствие обобщает некоторые результаты Б. М. Макарова (*).
Отметим, что если в локально выпуклом пространстве Е, удовлетворяю­

щем условию теоремы, проблема моментов для любой последовательности 
линейно независимых элементов (,хк)^=2 разрешима, то линейные оболочки 
ограниченных множеств из Е конечномерны. Если Е борпологпчно, то от­
сюда следует, что Е' в сильной топологии изоморфно пространству $.

6. Из теоремы 1 вытекает
Теорема 2. В обозначениях п. 4 пусть Е — пространство Фреше и 

операторы Ак, /с = 1, 2, ... , эпиморфны.
Для эпиморфности А необходимо и достаточно, чтобы для всякой 

окрестности нуля U в Е существовало натуральное I такое, что

Im Л' П EVo cr Im Л;. (*)

7. Примеры. Если в качестве Е взять пространство бесконечно диф­
ференцируемых функций ё (й) в области й <= R", а в качестве F— прост­
ранство ё(Кт), где (Кт)™ возрастающая последовательность компактов 
в й, иЛ",„ = й, то условие (*)  в точности означает Л-выпуклость областий 
(см. (4), стр. 392). Получаем, таким образом, необходимое и достаточное 
условие разрешимости уравнения Аи = / в пространстве бесконечно диф­
ференцируемых функций для любого непрерывного оператора (см. (4), тео-
рема 38.2)

Пусть Rn~‘ R”, 
довых пространств. 

Вк (ф) = -у
дУп vn=o^

(уi, • • • , Уп-i) i~^(*/i,  • • •, У,,-!, 0) — вложение эвкли- 
Рассмотрим отображение Вк: ё (R") -> ё (Rn_1),

В ситуации и. 4 положим Z? = <F(R"), Fk =

= S’ (R"’1) X ... X (R”'1), Ak = В, х . . . X Bk.
' ЧУ---------------------------- 'k раз
Будет ли Л эпиморфизмом? Через 6(!i) обозначим производные дельта­

функции вдоль уп. Тогда ImTV представимо в виде ® <o'(Rn~l). Для 
любой окрестности нуля U в ё (R”) распределения из Еи1' имеют порядок 
сингулярности не больше некоторого г, поэтому Im Bty П Еи° = {0}, что 
по теореме 2 влечет эпиморфность Л.

Аналогичную задачу для других классов основных функций позволяет 
решать приводимая ниже теорема 3.

8. Вернемся к ситуации п. 2. Вопрос о разрешимости проблемы момен­
тов сводится к вопросу об эпиморфности соответствующего отображения 
Е'—*-limX/,  что позволяет применить методы из (2) и (3). Обобщение
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используемых теорем может быть получено применением специального 
класса сетей Де Вилде (5), аналогично доказательству теоремы 3 из (3). 
Отсюда вытекает

Теорема 3. В обозначениях п. 4 пусть существуют мономорфные ото­
бражения in: Еп—>■ Е, п=Л, 2, где UImi„ = JE' и Еп — пространства 
Фреше. Для эпиморфности А необходимо и достаточно, чтобы при некото­
ром п для любой окрестности нуля U из Еп существовало i такое, что 
Л(КегЛ) с A(inU).

Если Еп — банаховы пространства, то последнее условие означает, что 
Л(КегЛп) = {0}.
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