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О MP -ЗАМКНУТЫХ НАСЫЩЕННЫХ ФОРМАЦИЯХ
КОНЕЧНЫХ ГРУПП

Аннотация. Класс групп F называется MP -замкнутым, если он содержит всякую группу
G = AB такую, что F-подгруппа A перестановочна с каждой подгруппой из B и F-подгруппа
B перестановочна с каждой подгруппой из A. Доказано, что формация F, содержащая все
сверхразрешимые группы, MP -замкнута тогда и только тогда, когда формация F (p) MP -
замкнута для любого простого p, где F — максимальный внутренний локальный экран F. В
частности, установлено, что формация всех групп со сверхразрешимыми подгруппамиШмид-
та MP -замкнута.

Ключевые слова: конечная группа, произведение взаимно перестановочных подгрупп, насы-
щенная формация, MP -замкнутая формация, локальный экран.
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Введение

Рассматриваются только конечные группы. Класс групп, замкнутый относительно взятия
гомоморфизмов и подпрямых произведений, называется формацией.
Пусть F — некоторая формация. Следующая задача является классической: найти усло-

вия, при которых F содержит всякую группу G = AB, где A,B ∈ F. Еще в 1938 г. Г.Фиттинг
в работе [1] доказал нильпотентность группы, являющейся произведением своих нормаль-
ных нильпотентных подгрупп. Этот результат послужил основой последующих исследо-
ваний формаций, замкнутых относительно произведений заданных F-подгрупп. Так в ра-
боте [2] было получено конструктивное описание всех разрешимых наследственных фор-
маций F, содержащих всякую группу G, представимую произведением своих нормальных
F-подгрупп. Наследственные формации F, замкнутые относительно произведений произ-
вольных F-подгрупп, были найдены в работе [3]. В [4], [5] в классе всех разрешимых групп
было получено описание нормально наследственных насыщенных формаций F, содержа-
щих всякую группу G = AB с абнормальными (контрнормальными, т. е. AG = G = BG)
F-подгруппами A и B.
В последние годы активно изучаются произведения групп, у которых факторы связаны

определенными условиями перестановочности для подгрупп.
Согласно ([6], с. 151) группа G = AB называется произведением взаимно перестановоч-

ных подгрупп A и B, если A перестановочна с каждой подгруппой из B и B перестановочна
с каждой подгруппой из A. Более того, если каждая подгруппа из A перестановочна с
каждой подгруппой из B, то группа G = AB называется произведением тотально пере-
становочных подгрупп A и B. В [7] было показано, что группа G = AB, где A и B —
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тотально перестановочные сверхразрешимые подгруппы G, сама является сверхразреши-
мой. Этот результат оказался отправной точкой для исследований в работах [8], [9] (также
[6], гл. 5) формаций F, замкнутых относительно произведений тотально перестановочных
подгрупп. Отметим следующий результат из [9].
Пусть F — формация, содержащая класс всех сверхразрешимых групп. Тогда F содер-

жит всякую группу G = AB, где A и B — тотально перестановочные F-подгруппы груп-
пы G.
Для краткости формулировок введем

Определение. Пусть F и X — классы групп, причем F ⊆ X. Класс F назовем MP -
замкнутым в X, если F содержит всякую X-группу G = AB, где A и B — взаимно пе-
рестановочные F-подгруппы группы G.
Пустой класс будем считать MP -замкнутым в любом классе X.

В случае, когда X = G — класс всех групп, класс F будем называтьMP -замкнутым. Если
X = S — класс всех разрешимых групп, то F будем называть разрешимым MP -замкнутым
классом.
Известно немного примеров MP -замкнутых формаций ([6], cс. 156, 162). В частности, та-

ковыми являются формации всех π-групп, формации всех разрешимых π-групп, формации
всех дисперсивных по Оре групп и некоторые др.
Возникает

Проблема. Пусть F — формация (класс Фиттинга, класс Шунка) и X — класс групп,
причем F ⊆ X. Для данного класса X описать все формации (классы Фиттинга, классы
Шунка) F, MP -замкнутые в X.

Напомним, что формация F называется насыщенной, если из G/Φ(G) ∈ F всегда следует,
что G ∈ F. Многие классические формации являются насыщенными, например, формации
всех нильпотентных, всех сверхразрешимых, всех разрешимых групп и др. В. Гашюц [10]
ввел понятие локальной формации, которое позволяет конструировать насыщенные форма-
ции. Согласно известной теореме Гашюца–Любезедер–Шмида семейства всех насыщенных
и всех локальных формаций совпадают ([11], гл. IV, теорема 4.6).
В данной работе отмеченная выше проблема исследуется в случае, когда F — насыщенная

формация, а X — класс всех групп.

Теорема 1. Пусть H — MP -замкнутая наследственная насыщенная формация, π = π(H)
и τ ⊆ P. Тогда и только тогда SτH является MP -замкнутой формацией, когда для любого
p ∈ τ \ π и любого q ∈ π \ τ число p не делит q − 1.

Следствие 1. Пусть простое число q �∈ τ ⊆ P. Тогда и только тогда SτNq является MP -
замкнутой формацией, когда p не делит q − 1 для любого p ∈ τ .

Следствие 2. Пусть H —MP -замкнутая наследственная насыщенная формация и простое
число p /∈ π(H). Тогда и только тогда NpH является MP -замкнутой формацией, когда p не
делит q − 1 для любого q ∈ π(H).

Следствие 3. Пусть простое число p �∈ π ⊆ P. Тогда и только тогда NpGπ является MP -
замкнутой формацией, когда p не делит q − 1 для любого q ∈ π.

Следствие 4. Если π = {q ∈ P | q < p} или π = {q ∈ P | q делит p − 1}, то NpSπ —
MP -замкнутая формация.

Пусть p — простое число. Согласно [12] множество π называется p-специальным, если из
условия p делит q(q − 1) всегда следует q /∈ π.
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Следствие 5 ([12], теорема 2). Пусть π — p-специальное множество. Пусть группа G = AB
— произведение взаимно перестановочных NpGπ-подгрупп A и B. Тогда G ∈ NpGπ.

Теорема 2. Пусть F — насыщенная формация, содержащая все сверхразрешимые π-груп-
пы для π = π(F). Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если F имеет полный локальный экран f такой, что f(p) является MP -замкнутой
формацией для любого простого p, то F является MP -замкнутой формацией.

2. Пусть F — максимальный внутренний локальный экран F. Формация F является
MP -замкнутой тогда и только тогда, когда формация F (p) является MP -замкнутой
для любого простого p.

Напомним ([13], с. 251), что группа G порядка pα1
1 pα2

2 . . . pαn
n (pi — простое число, i =

1, 2, . . . , n) называется дисперсивной по Оре, если p1 > p2 > · · · > pn и G имеет нормальную
подгруппу порядка pα1

1 pα2
2 . . . pαi

i для любого i = 1, 2, . . . , n.
Из теоремы 2 вытекает

Следствие 6 ([6], c. 162). Пусть группа G = AB — произведение взаимно перестановочных
подгрупп A и B. Если A и B дисперсивны по Оре, то G дисперсивна по Оре.

Группой Шмидта называется ненильпотентная группа, у которой каждая собственная
подгруппа нильпотентна.
В работе [14] был исследован класс всех групп, у которых любая подгруппа Шмидта

является сверхразрешимой, и, в частности, было установлено, что этот класс является на-
следственной насыщенной формацией Фиттинга, содержащей все сверхразрешимые группы.

Следствие 7. Пусть группаG = AB — произведение взаимно перестановочных подгрупп A
и B. Если в A и B любая подгруппа Шмидта является сверхразрешимой, то любая под-
группа Шмидта группы G сверхразрешима.

1. Предварительные результаты

Используются обозначения и терминология из [6], [11], [13]. Напомним некоторые поня-
тия, существенные в данной работе.
Пусть G — группа. Через |G| обозначается порядок G; π(G) — множество всех различных

простых делителей |G|; F(G) — подгруппа Фиттинга; Fp(G) — произведение всех нормаль-
ных p-нильпотентных подгрупп из G для некоторого простого числа p; P — множество
всех простых чисел; π — некоторое подмножество из P; Oπ(G) — наибольшая нормальная
π-подгруппа группы G; Op′(G) = OP\{p}(G) для простого числа p; N — класс всех ниль-
потентных групп; Np — класс всех p-групп; Sπ — класс всех разрешимых π-групп; Gπ —
класс всех π-групп.
Формация F называется наследственной, если F вместе с каждой группой содержит и

все ее подгруппы. Через GF обозначается F-корадикал группы G, т. е. наименьшая нор-
мальная подгруппа группы G, для которой G/GF ∈ F; π(F) — множество всех различных
простых делителей порядков групп G ∈ F. Если группа (подгруппа) принадлежит F, то она
называется F-группой (F-подгруппой).
Функция f : P → { формации } называется локальным экраном. Через LF (f) обозна-

чается класс всех групп G, у которых G/CG(H/K) ∈ f(p) для любого главного фактора
H/K и каждого p ∈ π(H/K). Формация F называется локальной, если существует локаль-
ный экран f такой, что F = LF (f). Экран f называется 1) полным, если f(p) = Npf(p) для
любого простого p; 2) внутренним, если f(p) ⊆ LF (f) для любого простого числа p; 3) мак-
симальным внутренним локальным экраном формации F, если f является максимальным
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элементом множества всех внутренних локальных экранов формации F. Напомним, что
всякая локальная формация имеет единственный максимальный внутренний локальный
экран, причем он является полным.

Лемма 1 ([13], лемма 3.9). Если H/K — главный фактор группы G и p ∈ π(H/K), то
G/CG(H/K) не содержит неединичных нормальных p-подгрупп, причем Fp(G) ≤ CG(H/K).

Лемма 2 ([13], лемма 11.6). Пусть группа G = G1G2. Тогда для любого простого числа p
существуют такие силовские p-подгруппы P , P1 и P2 соответственно в G, G1 и G2, что
P = P1P2.

Лемма 3 ([13], лемма 4.5). Пусть f — локальный экран формации F. Группа G тогда и
только тогда принадлежит F, когда G/Fp(G) ∈ f(p) для любого p ∈ π(G).

Лемма 4 ([6], лемма 4.3.3). Пусть G = AB — произведение взаимно перестановочных
подгрупп A и B. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если N — максимальная нормальная подгруппа группы G, то

{AN,BN, (A ∩ B)N} ⊆ {N,G}.
2. Если N — неабелева минимальная нормальная подгруппа группы G, то

{A ∩ N,B ∩ N} ⊆ {N, 1} и N = (N ∩ A)(N ∩ B).

3. Если N — минимальная нормальная подгруппа группы G, то

N ≤ A ∩ B или [N,A ∩ B] = 1.

4. Если N — минимальная нормальная подгруппа группы G, то {A∩N,B∩N} ⊆ {N, 1}.
5. Если N — минимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в A, и

B ∩ N = 1, то N ≤ CG(A) или N ≤ CG(B). Кроме того, если N нециклическая, то
N ≤ CG(B).

Из лемм 4.1.10 и 4.1.12 [6] следует

Лемма 5. Пусть A и B — подгруппы группы G и N � G. Тогда справедливы следующие
утверждения.

1. Если G = AB — произведение взаимно перестановочных подгрупп A и B, то G/N =
AN/N BN/N — произведение взаимно перестановочных подгрупп AN/N и BN/N .

2. Если N ≤ A ∩ B и G/N = A/N B/N — произведение взаимно перестановочных под-
групп A/N и B/N , то G = AB — произведение взаимно перестановочных подгрупп A
и B.

Лемма 6 ([6], лемма 4.1.21). Пусть группа G = AB — произведение взаимно перестано-
вочных подгрупп A и B. Тогда справедливы следующие утверждения.

1. Если U — подгруппа из G, то (U ∩ A)(U ∩ B) — подгруппа из G и U ∩ A и U ∩ B
взаимно перестановочны.

2. Если U — нормальная подгруппа из G, то и (U ∩A)(U ∩ B) — нормальная подгруппа
из G.

3. Если X ≤ A,Y ≤ B и X ∩Y = A∩B, то X и Y взаимно перестановочны. Более того,

XY = (XY ∩ A)(XY ∩ B).

Заметим, что произведениеMP -замкнутых формаций не всегда являетсяMP -замкнутой
формацией.
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Пример. Пусть p = 3, q = 7, F = NpNq. Формации Np и Nq являются MP -замкнутыми.
Рассмотрим ненильпотентную группу G = AB, где |A| = 3 и |B| = 7. Тогда A ∈ Np ⊆ F и
B ∈ Nq ⊆ F. Так как GF = B, группа G не принадлежит F.

Из ([11], гл. IV, 4.8 (g)) и того, что Npf(p) = Np(NpSπ(p)) = NpSπ(p) = f(p) для любого
простого p, следует

Предложение 1. Пусть f(p) = NpSπ(p) для любого простого p, где π(p) = {q ∈ P | q < p}.
Тогда f — полный локальный экран формации всех дисперсивных по Оре групп.

Теорема 3. Справедливы следующие утверждения.
1. Пусть G — ненильпотентная группа порядка paqb, где p > q. Все подгруппы Шмидта

сверхразрешимы тогда и только тогда в группе G, когда G p-замкнута и q делит p − 1
([14], лемма 5).

2. В группе G все подгруппы Шмидта сверхразрешимы тогда и только тогда, когда G
дисперсивна по Оре и для каждой пары простых чисел p > q, q не делит p−1, бипримарные
{p, q}-холловы в G подгруппы нильпотентны ([14], теорема 1).

Локальное задание класса всех групп со сверхразрешимыми подгруппами Шмидта уста-
навливает

Предложение 2. Пусть f(p) = NpSπ для любого простого p, где π = {q ∈ P | q делит
p−1}. Тогда f — полный локальный экран формации всех групп, у которых любая подгруппа
Шмидта сверхразрешима.

Доказательство. Обозначим F = (G | любая подгруппа Шмидта группы G является
сверхразрешимой) и X = LF (f), где f(p) = NpSπ, π = {q ∈ P | q делит p − 1} для лю-
бого простого p. Предположим, что F �= X.
Пусть G — группа наименьшего порядка из F \ X. По утверждению 2 теоремы 3 груп-

па G разрешима. Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Так как F —
формация, G/N ∈ F. По выбору G получаем G/N ∈ X. Из насыщенности F и X заключаем,
что N — единственная минимальная нормальная подгруппа группы G и Φ(G) = 1. Тогда
N = CG(N) = F(G), G = NM , N ∩ M = 1 для некоторой максимальной подгруппы M
группы G. Из дисперсивности по Оре группы G и леммы 1 следует, что N — силовская
p-подгруппа группы G, где p — наибольший простой делитель |G|. Рассмотрим любое про-
стое число q ∈ π(M) и силовскую q-подгруппу Q группы M . Из N = CG(N) вытекает, что
подгруппа NQ ненильпотентна. Ввиду наследственности F получаем NQ ∈ F. По утвер-
ждению 1 теоремы 3 имеем, что q делит p−1. Поэтому G/CG(N) � M ∈ Sπ ⊆ f(p). Значит,
главный фактор N группы G является f -центральным. Тогда из G/N ∈ X получаем, что
G ∈ X. Это противоречит выбору G.
Пусть теперь G — группа наименьшего порядка из X \ F. Тогда G разрешима. Из выбо-

ра G и насыщенности формаций X и F следует, что в G имеется единственная минимальная
нормальная подгруппа N , G/N ∈ F и Φ(G) = 1. Группа G = NM , где M — некоторая
максимальная подгруппа группы G, причем N ∩ M = 1, N = CG(N) = F(G). Из G/N ∈ X

получаем M � G/CG(N) ∈ f(p) = NpSπ, где π = {q ∈ P | q делит p − 1}. По лемме 1
G/CG(N) ∈ Sπ. Поэтому M — π-группа, причем q < p для любого q ∈ π(M). Тогда ясно,
что N — силовская p-подгруппа группы G и G дисперсивна по Оре. Рассмотрим любую
подгруппу Шмидта S группы G. По теореме 26.1 из [13] S — бипримарная группа. Ес-
ли p не делит |S|, то из разрешимости G следует S ≤ Mx для некоторого x ∈ G. Ввиду
Mx � M ∈ F получаем, что S сверхразрешима. Допустим теперь, что p делит |S|. Тогда S
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p-замкнута. По утверждению 1 теоремы 3 подгруппа S ∈ F. Следовательно, S сверхразре-
шима. Это означает, что G ∈ F. Получили противоречие с выбором G. Итак, F = LF (f) и
f — локальный экран формации F.
Ясно, что f(p) = Npf(p) для любого простого p, т. е. экран f полный. �

2. Доказательства основных результатов

Доказательство теоремы 1. Необходимость. Пусть F = SτH. Пусть F является MP -
замкнутой формацией и p ∈ τ \ π, p делит q − 1 для некоторого q ∈ π \ τ . Тогда найдется
группа Шмидта G = AB, где |A| = q, |B| = p и A � G. Заметим, что G не принадлежит F.
C другой стороны, G является произведением взаимно перестановочных F-подгрупп A и B.
Из MP -замкнутости F следует G ∈ F. Получили противоречие. Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть для любого p ∈ τ \π p не делит q−1 для любого q ∈ π\τ . Допустим,
что F не MP -замкнута. Выберем группу G минимального порядка такую, что G = AB —
произведение взаимно перестановочных F-подгрупп A и B, но G �∈ F.
Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. По утверждению 1 леммы 5

G/N = AN/N ·BN/N — произведение взаимно перестановочных подгрупп AN/N и BN/N .
Из AN/N � A/A ∩ N ∈ F, BN/N � B/B ∩ N ∈ F и выбора группы G получаем G/N ∈ F.
Так как Sτ и H являются насыщенными формациями, F — насыщенная формация. Сле-
довательно, N — единственная минимальная нормальная подгруппа в G и Φ(G) = 1. Если
Op(G) �= 1 для некоторого p ∈ τ , то N ≤ Op(G). Тогда из G/Op(G) ∈ F вытекает G ∈ F.
Это противоречит выбору G. Значит, Op(G) = 1 для любого p ∈ τ . Рассмотрим следующие
случаи.
1. Пусть N — неабелева группа. Тогда CG(N) = 1. Согласно утверждению 2 леммы 4

{N ∩ A,N ∩ B} ⊆ {N, 1} и N = (N ∩ A)(N ∩ B).

a) Предположим, что N ∩ A = N ∩ B = N . Тогда N ≤ A ∩ B. Допустим, что AH �= 1 и
AH∩N �= 1. Из N = N1×· · ·×Nt, где N1, . . . , Nt — изоморфные простые неабелевы группы,
и AH∩N � N заключаем, что AH∩N = Ni1 × · · ·×Nik , причем {i1, . . . , ik} — подмножество
множества {1, . . . , t}. Из AH ∈ Sτ следует, что Nij является разрешимой τ -группой, j ∈
{1, . . . , k}. Так как N1, . . . , Nt изоморфны, N является разрешимой τ -группой. Получили
противоречие. Значит, AH ∩ N = 1. В этом случае 1 �= AH ≤ CG(N) = 1. Снова получаем
противоречие. Остается принять, что AH = 1. Тогда A ∈ H. Аналогично доказывается, что
B ∈ H. Из MP -замкнутости H следует G = AB ∈ H ⊆ SτH = F. Получили противоречие.
b) Теперь предположим, что N ∩A = N и N ∩B = 1. Так как N не является циклической

группой, по утверждению 5 леммы 4 N ≤ CG(B). Отсюда и из N ∩ B = 1 имеем B ≤
CG(N) = 1. Следовательно, B = 1. Отсюда G = A ∈ F. Это противоречит выбору G.
c) Случай N ∩ B = N и N ∩ A = 1 приводит к противоречию ввиду симметричности

условий, наложенных на A и B.
d) Случай N ∩ A = N ∩ B = 1 невозможен, так как по утверждению 2 леммы 4

1 �= N = (N ∩ A)(N ∩ B).

2. Пусть N — абелева группа. Тогда N — элементарная абелева q-группа для некоторого
простого q ∈ π \ τ , N = CG(N) = F(G). В G найдется максимальная подгруппа M такая,
что G = NM,N ∩ M = 1, причем M ∈ F. Согласно лемме 4 возможны следующие случаи.
a) Пусть N ≤ A∩B. Из {A,B} ⊆ F имеем AH ∈ Sτ и BH ∈ Sτ . Поэтому AH ≤ CG(N) = N

и BH ≤ CG(N) = N . Значит, AH = BH = 1 и {A,B} ⊆ H. Из MP -замкнутости H следует,
что G = AB ∈ H ⊆ F. Получили противоречие с выбором G.
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b) Пусть N ∩ A = N и N ∩ B = 1. Тогда из CG(N) = N и утверждения 5 леммы 4
заключаем, что N — циклическая группа. Из |N | = q и M � G/CG(N) имеем, что M
изоморфна подгруппе циклической группы порядка q−1. Поэтому π(M) ⊆ π. Из насыщен-
ности формации H следует N ∈ Nπ(H) ⊆ H и M ∈ Nπ(H) ⊆ H. Так как H MP -замкнута,
G = NM ∈ H ⊆ F. Получили противоречие с выбором G.
c) Случай N ∩ B = N и N ∩ A = 1 приводит к противоречию ввиду симметричности

условий, наложенных на A и B.
d) Случай N ∩ A = N ∩ B = 1 невозможен, так как по теореме 4.3.11 из [6] для ядра

AG подгруппы A и ядра BG подгруппы B в G произведение AGBG �= 1. Достаточность
доказана. Теорема 1 доказана.

Следствия 1–5 вытекают из теоремы 1 при соответствующем выборе τ , π и H.

Доказательство теоремы 2. 1. Пусть F = LF (f), где f — полный локальный экран такой,
что f(p) — MP -замкнутая формация для любого простого p. Предположим, что F не яв-
ляется MP -замкнутой. Выберем группу G наименьшего порядка такую, что G = AB, где
A и B — взаимно перестановочные F-подгруппы G, но G не принадлежит F. Пусть N —
минимальная нормальная подгруппа в G. Из утверждения 1 леммы 5 {AN/N,BN/N} ⊆ F

и |G/N | < |G| имеем G/N ∈ F. Так как F — насыщенная формация, то N — единственная
минимальная нормальная подгруппа в G и Φ(G) = 1. Рассмотрим два случая.
1) N — абелева p-группа, где p — некоторое простое число. В этом случае N = CG(N) =

Fp(G) = F(G) и G = NM , где M — некоторая максимальная подгруппа группы G,
M ∩ N = 1. По утверждению 4 леммы 4 {A ∩ N,B ∩ N} ⊆ {N, 1}.
a) ПустьN∩A = N∩B = N . Тогда N ≤ A∩B. Используя тождество Дедекинда, получаем

A = A ∩ NM = N(A ∩ M) и B = N(B ∩ M). По утверждению 1 леммы 6 (A ∩ M)(B ∩ M)
является подгруппой в G. Из NM = G = N(A ∩ M) · N(B ∩ M) = N(A ∩ M)(B ∩ M)
следует M = (A ∩ M)(B ∩ M). По лемме 3 A/Fp(A) ∈ f(p). Из N ≤ Fp(A) и N = CG(N)
имеем Op′(A) = 1 и Fp(A) является p-группой. Учитывая, что f(p) = Npf(p), получаем
A ∩ M � (A ∩ M)N/N = A/N ∈ f(p). Аналогично доказывается, что B ∩ M ∈ f(p). Ввиду
утверждения 1 леммы 6 подгруппы A ∩ M и B ∩ M являются взаимно перестановочными.
Поэтому M ∈ f(p) и G/CG(N) ∈ f(p). Отсюда и из G/N ∈ F заключаем, что G ∈ F.
Получили противоречие с выбором G.
b) Пусть N ∩A = 1. По утверждению 3 леммы 4 [N,A∩B] = 1. Отсюда A∩B ≤ CG(N) =

N . Поэтому A∩B ≤ N∩A = 1. Значит, A∩B = 1. Из утверждения 3 леммы 6 заключаем, что
G = AB является произведением тотально перестановочных подгрупп A и B. Из A,B ∈ F

следует π(G) ⊆ π(F). Поэтому легко заметить, что приведенный во введении результат
из [9] справедлив, если F содержит все сверхразрешимые π-группы для π = π(F). Таким
образом, G ∈ F. Это противоречит выбору G.
c) Случай N ∩ B = 1 приводит к противоречию ввиду симметричности условий, нало-

женных на A и B.
2) Пусть N — неабелева группа. Тогда из единственности в G минимальной нормальной

подгруппы N следует CG(N) = 1. Из утверждения 2 леммы 4 имеем N = (N ∩ A)(N ∩ B)
и {A ∩ N,B ∩ N} ⊆ {N, 1}.
a) Допустим, что A ∩ N = N и B ∩ N = N . Это означает, что N ≤ A ∩ B. Из A ∈ F

получаем A/CA(L/K) ∈ f(p), где L/K пробегает все главные факторы группы A, лежащие
в N . Пусть D обозначает пересечение всех их централизаторов. Так как f(p) — форма-
ция, то A/D ∈ f(p). Так как N неабелева и CG(N) = 1, то CD(N) = 1. Следовательно,
D можно рассматривать как некоторую группу автоморфизмов группы N , действующую
тождественно на всех A-главных факторах, лежащих в N . Из теоремы Холла ([13], теорема
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9.8) имеем, что D нильпотентна. Из D � A вытекает D ≤ F(A). Аналогично доказывается,
что D ≤ F(B). Из теоремы 1.1.7 [6] заключаем, что D — субнормальная подгруппа в G. Из
нильпотентности D следует D ≤ F(G) = 1. Но тогда A ∈ f(p). Аналогично доказывается,
что B ∈ f(p). Из MP -замкнутости формации f(p) получаем G ∈ f(p). Так как CG(N) = 1,
главный фактор N группы G является f -центральным. Тогда из G/N ∈ F следует G ∈ F.
Получили противоречие с выбором G.
b) Пусть теперь A ∩ N = N и B ∩ N = 1. Так как N — нециклическая группа, то по

утверждению 5 леммы 4 N ≤ CG(B). Отсюда B ≤ CG(N) = 1. Тогда G = A ∈ F. Получили
противоречие.
c) Случай B ∩ N = N и A ∩ N = 1 приводит к противоречию ввиду симметричности

условий, наложенных на A и B.
Таким образом, формация F является MP -замкнутой. Утверждение 1 доказано.
2. Пусть F = LF (F ), где F — максимальный внутренний локальный экран формации F.

Предположим, что F является MP -замкнутой. Пусть p — любое простое число и группа
G = AB, где A и B — взаимно перестановочные F (p)-подгруппы. Из F (p) ⊆ F следует
G ∈ F. Покажем, что G ∈ F (p).
Рассмотрим регулярное сплетение E = P � G = LG, где |P | = p, L — база сплетения,

являющаяся элементарной абелевой p-группой. Из NpF (p) = F (p) ⊆ F заключаем, что
LA и LB являются F-подгруппами. Ясно, что LA/L и LB/L взаимно перестановочны. По
утверждению 2 леммы 5 LA и LB являются взаимно перестановочными подгруппами. Так
как F MP -замкнута, то E = LA · LB ∈ F. Если D — пересечение централизаторов в E
всех E-главных факторов, лежащих в L, то E/D = GL/D � G/G ∩ D ∈ F (p). Так как по
свойству сплетения CG(L) = 1, то по лемме 3.10 из [13] подгруппа G∩D является p-группой.
Но тогда G ∈ NpF (p) = F (p). Итак, F (p) MP -замкнута.
Допустим теперь, что формация F (p) является MP -замкнутой для любого простого p.

Так как экран F является полным, по утверждению 1 теоремы формация F является MP -
замкнутой. Теорема 2 доказана.

Следствия 6 и 7 получаются из теоремы 2 ввиду предложений 1, 2 и следствия 4.
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