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В настоящей работе изучается аппроксимация пространств типа 
С. Л. Соболева, основанная на использовании кусочно-полиномиальных 
функций специального вида. При решении проекционными методами ли­
нейных эллиптических уравнений 2//г-го порядка с использованием описан­
ных в работе базисных функций возникают проекционно-разностные опе­
раторы (п.р.о.), более близкие по своим свойствам к обычным разностным 
аппроксимациям, чем операторы, построенные с использованием аналогов 
полилинейных восполнений (', 2). Вследствие этого предлагаемые п.р.о. эк­
вивалентны по спектру (3, '*) обычным разностным операторам с констан­
тами эквивалентности, имеющими меньший разброс, что существенно при 
решении получающихся алгебраических систем.

1°. Пусть Rn — n-мерное эвклидово пространство, {е,,} — ортонормиро-
ванный репер в Rn, //„''-прямоугольная сетка в Rn, характеризуемая векто­
ром h = (hi,..., h„), Й = hi.. .hn, | h | = max hv, Hh — пространство функ- 

ций, определенных на Rnh. Если uh e Hh, to uah — значение сеточной функ­
ции uh в узле а= (аЛ,..., Для функциональных пространств ис­
пользуем обычные обозначения C'(Q), Ь2(Й), ТУгЦй) =Я;(Й) (5), где Q — 
область в Rn, I — натуральное число. Помимо пространств Соболева 
/6 (£2) с натуральным I, будут применяться обобщенные пространства 
Hi (£2) дробного порядка (е) с нормой

|| и ||нг (П) = || и (|н [;] (П) + 2
| Dku (х) — Dku (у) |2 

|*-2/ln+2Y
dx dy,

где I > 0, [Z] — целая часть Z, y = Z — [Z], k^(kl,..., kn), k.'^M, 
= 1, 2,..., n; | k | ki + ... + kn',

v =

d:,
v=l

n
\x-y\^^(xv-y^f.

Модуль непрерывности функции и s II будем обозначать так: 
со, (и, Z) = sup || и (х) — и(х + у) ||н,

/у/«
(здесь и далее для краткости пишем IIt вместо Ht (Rn)). Рассмотрим опера­
торы усреднения

. ,,хп + thn)dt.
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(1)

Пусть
fl, v = l,...,n,

Фа fa?) = { n r>T v 7 [0 в остальных точках /tn,
где a e Rn; — замкнутая линейная оболочка {фа0)}, а t/Д

(q№) (а-) = 2 4фаМ-
aeR„

Определим при любом целом к > 1 функции ф^ (х) = rk 15ф(а0> (х) 
и линейный оператор *

q'kiih (х) = 2 мафа} (х) == гк 'SqoUh(x),
r h,

отображающий Hh в подпространство Hhh Ял, являющееся замкнутой ли­
нейной оболочкой {ф®}, a^R:ih. Заметим, что оператор д? совпадает 
с оператором симплициальпого восполнения сеточных функций, описан­
ным В С) .

Теорема 1. Если и е Нь (к натуральное), то существует такая функ­
ция й е ЯД что ||и — й||JlB (гг, |А|).

Пусть теперь й — область в Rn с границей Г, Я/(й) — пространство су­
жений элементов из Hkh на Й.

Теорема 2. Если /. > 0 вещественное, граница Г области й липши- 
цева, то для любого и е ЯДй) и любого вещественного р s<= <Х> существует 
такая функция и s Я<л> (й), что

\\и — и ||нр (О) С21 h |х р || и ||я? (П),
где

если X целое, 
если к нецелое

2°. Пусть a(vt, v-i) — непрерывная на Я,„(й) X Я,„(й) билинейная фор­
ма и существует щ > 0, что при всех v е Н,„ (й)

а (у, v) > Цо |Д ||нт (Щ.

Рассмотрим задачу: найти функцию и е Н,„ (й) такую, что

а (и, у) = /(у) при всех (й), (2)
где /еЯ„*(й), Ят*(Й) — сопряженное к Ят(й) пространство, f(v) — зна­
чение f е Ят‘(й) науеЯ,„(й).

Задача типа (2) возникает, например, при нахождении обобщенных ре­
шений из Нт (й) краевой задачи для эллиптического уравнения 2/п-го по­
рядка с естественными однородными граничными условиями.

Будем искать приближенное решение (2) в Ятл(й) проекционным ме­
тодом, точнее, пусть и'1 е II„,h(Q) — решение задачи

a(uh,v) = f(y) при всех и е Нт (Й). (3)

Теорема 3. Для любого /еЯ„,*(Й) задачи (2) и (3) однозначно раз­
решимы в II(Й) и Hmh(,Q) соответственно и

II Дт Щ) 3 ’brt \ С4 1^1)’

где и* — какое-нибудь продолжение и с й на Rn.

* Примечание при корректуре. Как стало известно автору, подобные операторы 
восполнения рассматривались в книге (9).
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Рассмотрим связанную с (2) задачу: найти такую функцию (й),
что

а (у, w) = f(v) при всех u^II„.(Q). (4)

я (Й)ат+1

Теорема 4. Если задачи (2) и (4) разрешимы в IIm+l(Q') при любом 
/е и для их решений верна априорная оценка типа^и\

CJI/lliT (й), то при всех действительных р mm— 1
IIи — IIhp(£1)<G * ((Г,nm-i '.L2>

где

У1 = У1(р) =
р -С т — 1, 
т — i <^р ssZm,

и, и’1 — решения (2) и (3) соответственно.
Теорема 5. Если задачи (2) и (4) разрешимы в при любом

/е£г(Й) и для их решений верны априорные оценки типа ||u||Hni*,(o)
Св||/11х,г(я), то при всех действительных р, U^nCm, справедливо нера­

венство
|| и — uh ||нр(Я) | h

где и и uh — решения (2) и (3) соответственно.
3°. Пусть (2) разрешима в Ят+г(Й), где г > 0, и 

И 1иЛп+г (П)’

а uh е Н*т+Г> (Й) — решение задачи
a(uh, v)=f(v) при всех и е Н^т+Г> (й).

(5)

(6)

Теорема 6. Если задачи (2) и (4) разрешимы в Нт + Г(&) при любых 
f е Нm-r (й) и для их решений справедливы априорные оценки типа (5), 
то при всех действительных р пг 

где

= Y2 (Р) =
р «С ГН — Г 
m — г <' р sLm,— Р,

и, uh — решения задач (2) и (6) соответственно.
4°. Пусть а(П1, п2) и b(yt, и2) — симметричные билинейные непрерыв­

ные формы на Ят(й)Х//„(й) и Я;(Й)Х///(Й) соответственно, Кт, 
и существует такое ц, > 0, что при i.'e//.(Q) b(v, v) > Ц1||п||яг(й) . Число 
Хл и функцию ик еЯДй), ик 0, назовем собственным значением и собст­
венной функцией, если при всех и е Нт (й)

а(ик, и) = ХкЬ(ик, и). (7)

Задача типа (7) соответствует задаче на собственные значения Lu = 
= /.Ми с естественными однородными граничными условиями, где L и М — 
эллиптические операторы порядков 2т и 21, М > 0.

Приближенные значения А? и ик е Я/(й), ик 0 определим из ус­
ловия

a(u£, p) = Xfeb(u*, v) для всех veeH^IQ), (8)
где s М т.
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Все собственные числа задач (7) и (8) действительны; занумеруем их 
в порядке возрастания: 7.4 /-з ; Z? Лз'1 ^ ... . Пусть =
= = ... = Xft+J,_ ! < Л и Л" — замкнутые линейные оболочки {щ,
uh+i,Uk+p-i} и {uhh, и^+1,} соответственно.

Теорема 7. Если Л с Л(й), Z > т, и задача (8) решается в Hh<-K>{Q,'), 
то существует такое h0 > 0, что при |/г| < /io

1) <^ + С10 |/г|2(Х_т) sup ||и||нхСП),
usA

(О)=1
2) V«eA Hi? еАЛ, что || и — ил ||н (П) < С131/г |x-m sup ||и|н?(П)-

1 «ЕЛ
Mh;(^)=i

5°. Восполнения (1) при k > 1 есть кусочно-полиномиальные функции, 
являющиеся в каждом элементарном симплексе многочленами степени не 
вьтпте п(к — 1) + 1, где симплициальное разбиение (7) пространства прове­
дено для исходной сетки при нечетных к и для сетки, сдвинутой на вектор 

п
— 2 при четных к. При к > 1 носитель функции ср® (ж) состоит из

7=1
п\ ((/с + 1)" — 2” + п + 1) элементарных симплексов.

Аналоги полилинейных восполнений, рассматривавшиеся в (*, 2) и др., 
в наших обозначениях могут быть определены так: qhhuh = rhqohu''; они яв­
ляются кусочно-полиномиальными функциями степени кп, а носитель ба­
зисной функции, отвечающей этому восполнению, состоит из п\(к+ 1)" 
элементарных симплексов. Менее широкий носитель базисных функций, 
построенных в этой работе, обеспечивает большую близость п.р.о. к обыч­
ным разностным операторам, чем в случае построения п.р.о. на основе вос­
полнения

Так, при п = 2 проекционные аналоги оператора Df есть V? = (2/3Е + 
+ ‘/6(Z2 + 1-г))д12д12 при использовании восполнений qzhuh и Vi4 = {il/z0E — 
+ 13/во(/2 +/-2) + Vi2o(/22 + Z-22) )51г312 для восполнений ф/Т?’, где Ей? 
= u?, 7±ftu? = ±— Е), дК = hh~l (Е — , к = 1, 2.

Операторы Vi4+ V24 и Vi4 + V24 эквивалентны по спектру (3) операто­
ру д2д2 + дгдг2, с константами эквивалентности 2/3, 1 и 13/30, 1 соответствен­
но. Поэтому, если симметричный дифференциальный оператор L сходен 

2

(8) с оператором В = 2 с константами б0, 61, то его проекционно-
7=1

2 

разностный аналог L эквивалентен по спектру оператору Bh = 2 
7=1 

с константами эквивалентности 2/360, 61, если L строится с помощью вос­
полнений q*u\ и с константами 13/зобо, при построении L на основе вос­
полнений q2hu\ Здесь считается, что разностные операторы действуют на 
функции, продолженные на всю сетку Rnh финитным образом.

В заключение выражаю благодарность Е. Г. Дьяконову за внимание 
к работе.
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