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В настоящей заметке излагаются теоремы, являющиеся аналогами тео­
ремы Фату (*) для двойных тригонометрических рядов Фурье, а также 
устанавливается ряд особенностей продифференцированных двойных три­
гонометрических рядов. Строятся примеры кратных рядов Фурье, для кото­
рых теорема Фату не имеет места в ее обычной формулировке.

Для изложения полученных результатов примем следующие обозначе- 
нпя: R = (—л «£ х < л; — л < у < л); о[/] — ряд Фурье функции f (х) е 
е£(~л, л), а (/[/] — ряд, полученный почленным дифференцированием 
ряда о[/]; 0 < г < 1,— среднее Абеля ряда о[/]; f(r, р,х,у), 0 < г,
р < 1,— среднее Абеля двойного ряда Фурье o[f];

Символ (г, р)х -> 1 означает, что г ->■ 1, р 1 п 1 / А (1 — г) / (1 — р)=^ 
С А, А > 1; гегх е'х° означает, что точка М (г, х) стремится к Р(1, х0) по 
некасательным к окружности путям.

Далее, будем рассматривать следующие производные от функции двух 
переменных:

Д/ (*о) = lim AJl) (/; х)’ (х0) = lim Д(2) (/; х);
t-+0
X-*Xq X—*Xq

Df (х, у) = lim ф (/; х, у, t, т); D*j (х, у) = lim g (/; х, у, t, т);
t, т-*0 т—*0

Dxf (xot у0) = lim х (/; х0, t, т); D2f (х) = lim Д$2) (/; х).
#-*х0 t—*0

Справедливы следующие утверждения.
Теорема 1. Существует такая функция f(x), что D2f(xa) существует 

и конечна, однако 
lim d2f (г, х)

дх2

не существует.
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Теорема 2. Если Dif(xC) существует и конечна, то

df (г, х) 
дх > Dif (х0),

как бы точка ге'х ни стремилась к е,х», оставаясь внутри единичного круга. 
Теорема 3. Если существует и конечна, то

как бы точка reix ни стремилась к ех\ оставаясь внутри единичного круга. 
Теорема 4. Какими бы хорошими свойствами ни обладала функция 

f(x, у) в окрестности точки (х9, у0), пределы

lim
(г, ₽)>,->!

5

df (г, р, Хо, Уг,) 
дх

вообще говоря, не существуют ни для какого X > 1.
Теорема 5. а) Пусть Df(xa, у0) существует и конечна. Если

Sup
0<Т<2л/2*
0<8<2л/2^

62g\i+J) $ $ |Ш Уо, У т)|Лйт = 0(1)

-у-2{ — 8 А
(1)

■для Vo > 1, то ряд
д- 

дх ду СТ I/] суммируем А* к Df(xQ, у0), т. е.

lim 
reix X eix« 
ре1 У X е’И»

d'2f (г, p, x, у)
дх ду = DftB), У о).

б) Пусть (х0, у0) е R, 6 = min (л — х0, л + х0, л + у0). Существует такая 
функция f(x, у), которая бесконечное число раз дифференцируема в обла­
сти (—л, ха + 6; —л, у,, + 6) и ф(/; х0, t, т) е= X, однако ни в одной точке 
(х, у) е {(^о, уУу- (-л, л)} U {(х, у»У,х^ (-л, л)} 

lim d‘2f (г, р, х, у) 
дх ду

не существует ни для какого X > 1.
Из теоремы 5 можно получить ряд следствий. Приведем наиболее ха­

рактерные из них.
Следствие 1. Пусть Df(xv, у0) существует и конечна. Если (1) вы- 

д-
полняется для 7. 1, то ряд ~дх д~ о [/] суммируем АС
к Df(x0, уоу т. е.

Илт d2f {rdxPdy:-— = Df^y^
reix >

ре’У Д

В силу теоремы Варда ((2); (3), стр. 212), из теоремы 5 получается 
Следствие 2. Пусть при всех (х, у) е R

|Ч>(/; х, у, t, т) | ф(ж, уУ

где ф(я, у) почти всюду конечна.
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Тогда ряд [/[ суммируем А* к Df(x, у) почти во всех точках R.
Определение. Точку (ж, у) назовем D-т очной функции 

f(t, т), если в этой точке выполняются условия
x-\-t 1/4 г

lim — \ \ / (и, v)dudv — / (х, у),
t, т->0 J Jх у

X~\~t л

Sup — \ \ \f (и, v)\dudv = М^х)
ц|>о г J сX —л

л
| /(н, и) \ dudv = М2 (у)<С оо.

—я у
Sup — \ \

Легко показать, что если /(t, т) е L ln+ L, то почти все точки (х, у) сег­
мента R являются /5-точками функции /(/, т).

Следствие 3. Если (ж0, г/0) является D-точкой функции f(x, у), то 

lim. f(r, р, х, у)== f(x„, у0).
reix Д elX°
pe^U — . ей/о

Теорема 6. Пусть D*f(x0, y0) существует и конечна. Если

Sup
0<Т<2л/2’
0<8<2л,'г1

1
уб-20(*+л

V'21 8-2-3

5 5 |g(/;
-У2‘ -8-23

х0, у0, t, x)\dt dr — О (1)

для Vo > 1, то в точке (х0, у0) ряд -&■- ■ о [/] суммируем А к D*f(x0, уС),
т. е.

lim
Г, Р->1

д2/ (г, р, хп, Др) 
дх ду = D*f(x0, у0).

Теорема 7. Пусть Dxf (х0, у0) существует и конечна. Если

Sup
0<Т<2л/2{
0<8<2п/2’

1 у. 2{ 8 -А
v6-2a(i+j) J 1х(/; х0,ст)д^т = о(1) 

—Y-2’ -8-гз

(2)

для Vo > i, то ряд -&ро[/] суммируем А" к Dxf (х0, у0). 
Теорема 8. а) Пусть

цт / (?с, у) — / (ж(), у) = df (х0, у)
х — ха дх.\ •’А-0

равномерно относительно у в некоторой окрестности точки у0, 
~~Ьх L (—л, л) и у0 является точкой Лебега функции .

Если, кроме того, выполняется условие (2), то ряд о[/] суммируем А* к 
df (аз0, ?/о)

дх
б) Пусть (ха, у о) R, б = min (л — у0, л + р0). Существует такая функ­

ция f(x, у), которая бесконечное число раз дифференцируема в области
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(—л, л; —л, у о + б) и %(/; ха, х, у) е L, однако ни в одной точке (х0, у), 
—л < у < л, предел

lim
(г, Р)>. — 1

dj (г, р, х0, у)
дх (3)

не существует ни для какого К > 1.
в) Пусть (а?о, у о) <^R. Существует такая функция f(x, у) которая бес­

конечное число раз дифференцируема в области (—л, л; —л, у<, + 6) и

const,

однако ни в одной точке (х0, у), —л < у < л, предел (3) не существует ни 
для какого k > 1.

Можно привести и другие утверждения, относящиеся к этому же кругу 
идей (см. (4), стр. 567), но здесь мы на этом останавливаться не будем.

Все приведенные выше теоремы легко обобщить на случай п-кратных 
рядов Фурье.
Грузинский политехнический институт Поступило
им. В. И. Ленина 8 VI 1972
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