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Пусть замкнутая спрямляемая жорданова кривая Г задана уравнением 
z = z (s), z = х + iy, s — натуральный параметр.

Пусть, далее, функция w = <р(£) отображает конформно и однолистно 
внутренность кривой Г, область G, на единичный круг при условиях норми­
ровки: <р(^о) =0, ф'(^о) = у > 0, 4, е G, a g=if>(ir) — обратная функция.

Рассмотрим три системы ортонормированных па Г гармонических мно­
гочленов (с.о.г.м.):

с.о.г.м. (4)
{«!, о, at, „(z), 01; ,,(z)}, п = 1, 2, . .., (1)

индуцирована на Г единичной весовой функцией;
с.о.г.м.

{а2, о, «2, n(z), 02, n(z)}, n = l, 2,..., (2)

индуцирована на Г весовой функцией n2(z) = V |<p'(z) |;
с.у.г.м. (4)

{«о, a„(z), 0„(z)}, м = 1, 2,..., (3)
индуцирована на Г весовой функцией n(z).

Функциям /i(z) = |q/(z)| и /2(z) =V|q/(z)| поставим в соответствие 
ряды Фурье

СО
A(z) £0^,0•«!,(, 4- 2 Кй-сцДг) + &!,*•₽!,И2)], (4)

k=l
где

ai'k УГ \ IЧ7 (s) I “ь* (z)ds’ К* = 2F § I ф' (z) I P1.42)ds,
г г

oo
fi (z) CO ®2,0’ a2,o + S [a'2,fe ’ ai,k (Z) + ^2,k ■ P‘2,fe (z)]> (5)

*=1
где

«2,ft = aF !i Kl ф' (z) | К Ф' (z) I az.k (z) ds,
г

bz’k = i S К|ф' (z)| КIФ' (z) | ₽2,6 (Z) ds.

Лемма. Если функция p{^) является гармонической в области G и не­
прерывной в замкнутой области G, то для нее имеет место равенство

Р (0)) = аГ § I Ф' (z) IР (z)ds-
г
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Эта лемма легко доказывается с помощью теоремы о среднем для гар 
ионических функций.

Далее будем рассматривать области G, для которых отображающая 
функция <p(S) удовлетворяет условию

(6
Г

Теорема 1. Ряды (4) и (5) сходятся равномерно в области G, т. е. ш 
всяком замкнутом множестве F с: G, и сходятся почти всюду на кривой Г

Действительно, в силу леммы, ряды (4) и (5) имеют вид соответственнс

(z, _(|) = ali0 А 2 [ai,* (So) ai.* (z) 4~ Pi,(So) Pi.a (z)], G
k=i

K2(Z, So)=«lo + 2 l«2,HSo)«2,fe(Z) + p2,HCo)₽2,fe(Z)], (8
k=l

где lJo e ф(0) s G.
Осталось обратиться к доказанным нами теоремам 3.1 и 3.2 из (4).
Теорема 2. Для с.у.г.м. (3), индуцированной на кривой Г весоз 

n(z) = |cpz(z) |, существует точка So е G такая, что

%(So)=0, МСо)=О, к=1, 2,...,

причем So == ф(0).
Теперь приступим непосредственно к построению функции cp(S).
Для <p(S) имеет место формула (*)

ср(S) =eia (S — So)е^^\ (9

- In

где и (S) = In I I > v (S) — функция, сопряженная и (S), и и (z) =
t — б» I

1 к=&Т ■ зег-

Пусть

(1(

где
ak= ~ |Mz)ds, bk =

Нам потребуются далее величина E,*(f, Г)с и классы кривых С(р,а) 
которые описаны, например, в работах (4,3).

Из доказанной нами теоремы 3.7 из (4) следует, что па всякой криво 
Г е С(2, a), а > V2 при n(z) = cpz(z) | ряд (10) равномерно сходится в of 
ласти G к функции in | ^__^о , G.

А поскольку система (3) в рассматриваемом случае (т. е. при и(г) = 
= |ср'(z) |) является с.у.г.м. и функция f(S) сопряжена u(S), то, как слс 
дует из теоремы 3.3 из (3), на всякой кривой Г е С(2, a), а> [/2, равнс 
мерно в замкнутой области G справедливо равенство

СО

г (S) = — Мо + 2 (— ^kak (S) + a$k (S)J ? S GE G.
k=l

(T
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Учитывая теперь оценки (3.25) из (4) и (3.20) из (3), убеждаемся, что 
справедлива

Т е о р е м а 3. Если Г е С(2, а), а > '/г, то для функции ф(£), осущест­
вляющей конформное и однолистное отображение области G, ограниченной 
контуром Г, на единичный круг, имеет место представление

*₽(0 = • (? — So) ехр(«оао + 2 ~ , S (12)
3 *=i 7

где
ak = 27Г^Ф'(2)11п| z jg0 I • ak(z}ds, = 2^- I Ф' (z) I In | z I g0 I ■ РЖЖ 

’г ъ ’г

а параметр а определяется условием нормировки функции ф(£), причем 
справедлива оценка

п

ф(С) — eia-(S — So) ехр(аоао+ 2 («fe - ibk) [а*(S) + Ф*О
v /г-1

r)c.lnn, (13)

где С — константа, не зависящая от п.
Кроме того, опираясь на теорему 3.4 из (3), можно убедиться, что имеет 

место
Теорема 4. Если ГеС(1. д). то для функции ср (£), осуществляющей 

конформное и однолистное отображение области G, ограниченной контуром 
Г, на единичный круг, имеет место представление (12), равномерное 
в замкнутой области G.

Формула (12) может вызвать неудовлетворение, поскольку искомая 
функция <р(О выражается с помощью ряда по многочленам с.у.г.м., инду­
цированной на Г весовой функцией n(z) = ]q/(z) |, z е Г. По этому поводу 
можно сказать следующее:

1) Задачи нахождения функций w = ф(£), S е G, и со = |ф'(г) |, z е Г, 
суть неэквивалентные.

2) Нахождение функции со = |ф'(г) |, z е Г, есть относительно простая 
задача для широкого класса областей (например, для G: 1’еС(1, а)).

3) Поскольку гладкостные свойства контура Г определяют гладкостные 
свойства отображающей функции ср(£), £ е G, (2), то, не зная самой функ­
ции со = ф'(z) , zeT, можно судить о ее свойствах. И как только функ­
ция со = ф'(z) , z е Г, удовлетворяет условию (6), для нее имеет место 
выражение со = |ф'(г) | =A'1(z, £0).
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