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ПРОИЗВОДНЫХ

(Представлено академиком Л. С. Понтрягиным 6 VI 1972)

В работе кратко излагаются результаты, полученные мною под руко­
водством акад. Л. С. Понтрягина.

Пусть
ex=f(x, у), (1)

У = (2)

— система дифференциальных уравнений, где хну — векторные функции 
независимого переменного t, а е — малый положительный параметр.

Такне системы рассматривались в работах Л. С. Понтрягина и Е. Ф. Ми­
щенко (*, 2). Их подход следующий: видно, что х меняется быстро по срав­
нению с у, и потому естественно рассмотреть сперва систему (1) (быст­
рую) при фиксированном у = y(i. Через короткое время решение этой си­
стемы с начальным значением х0 приблизится к стабильному решению, на­
пример к устойчивому положению равновесия или устойчивому предель­
ному циклу. В то время как при соответствующем медленном изменении у 
стабильное решение будет перемещаться в пространстве быстрых движе­
ний, наше решение будет оставаться вблизи него, пока устойчивость ста­
бильного решения не нарушится. При этом нарушении требуется специаль­
ное тонкое исследование дальнейшего поведения решения.

Здесь рассматривается случай, когда пространство быстрых решений 
есть плоскость и в ней при начальном значении у» имеется неустойчивый 
предельный цикл, причем вся часть плоскости, содержащаяся внутри этого 
предельного цикла, является областью притяжения устойчивого грубого 
фокуса. Очевидно, что решение x(t), у (Г) системы (1), (2) при начальном 
значении х0, у0, где ж0 лежит внутри предельного цикла, обладает тем свой­
ством, что точка x(t) быстро приближается к фокусу на расстояние поряд­
ка е. Предполагается, что при соответствующем медленном изменении у = 
= y(t) предельный цикл стягивается к фокусу, который становится неус 
тойчпвым сложным кратности 1, а затем неустойчивым грубым фокусом 
Оказывается, вопреки естественному ожиданию, что после этого переход, 
точка x(t) не уходит быстро от неустойчивого фокуса, а остается вблизт 
него еще конечное время.

Мы рассмотрим конкретную систему дифференциальных уравнений 
в которой реализуется описанное явление. Система эта, хотя и вполне он 
ределенная, достаточно типична, чтобы думать, что и в общем случае про 
цесс идет тем же способом. Она имеет вид

еж1 = [у + у[ (ж1 - у)2 + (ж2)2]] (ж1 - у) -ж2, 
еж2 = (ж1 - у) + [у + у[ (ж1 - уУ + (ж2)2]]ж2,

У = 1,

(3

(4

где у — постоянное число.
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Если 7 > 0, то быстрая система (3) имеет при у < 0 неустойчивый пре­
дельный цикл и внутри него устойчивый фокус, при у = 0 происходит 
слияние, при у > 0 система (3) имеет неустойчивый фокус. Если 7 > 0, то 
быстрая система (3) при у < 0 имеет устойчивый фокус, при у = 0 проис­
ходит рождение устойчивого предельного цикла, так что при у > 0 неус­
тойчивый фокус лежит внутри устойчивого предельного цикла. В обоих 
случаях при изменении у фокус движется в плоскости быстрых движений 
вдоль оси абсцисс, именно, он находится в точке х1 — у, х2 = 0. Оказыва­
ется, что если процесс начинается при у0 < —1, то точка x(t) остается 
вблизи движущегося фокуса до того момента, когда у = 1, н только затем 
быстро уходит от фокуса.

Для рассмотрения системы (3), (4) мы введем новые переменные g1 = 
= х1 — у, g2 = х'2 и решим уравнение (4) в виде у = t. После этого вместо 
системы (3), (4) мы получаем два уравнения:

еГ=[£ + 7[(Г)2+
(5) 

eV = B1 + [* + -O1)2+(ШН2-

Пусть g(i) = (g‘(£), V(0) — решение этой системы, удовлетворяющее 
начальному условию: |g( — 1) | =О(е). Оказывается, что для пего выпол­
нены следующие условия:

|g(7) | = <9(е) при —1 t 1 — е5/12; (6)

g(i)| =О(Уе) (7)

(1 + V2e | In е |) | > с* > 0. (8)

Таким образом, решение ^(i) на всем отрезке —1 t =С 1 остается близ­
ким к нулю, а после t = 1 быстро отходит на конечное расстояние от нуля.

Для доказательства этого основного результата мы выйдем в область 
комплексных значений переменного t и введем новые неизвестные функ­
ции, положив

u1 = + ig2, M2 = g‘-iV- (9)

Тогда система (5) записывается в виде

к1 = е

Перейдем от этих дифференциальных уравнений к интегральным, ре­
шив каждое пз них как линейное уравнение относительно и', соответствен­
но и2, с начальными условиями zz1 (— 1) = щ1, и2(—1) = и02-

Тогда получим

J
2 и2 (т) dr, (11)

28

(12)
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В интегральных уравнениях (И), (12) переменные t, и1, и2 являются 
комплексными, причем | uol | = (9(e), |и02| = (9(е). Эти интегральные урав­
нения будем решать методом последовательных приближений, положив

t
1 „ч -1 f 0 + О2 О— В2 1 С I О + i)‘ Uk^ (0 = Ио ехр ----------—; - exp

— 1

4- i)2
2е

+ 4- jj ехр [4 (т)]2 4 (т) dr, (13)
— 1

2 /±\ *2 f — О'uk+1(t) = иоехр р 2е'
— 1

+ 4г $ ехр Г* 2е~~ ~ (Т 2е°2 } (Т)] 2 dX (!4)
— 2

и считая, что нулевое приближение ud(t) = u02(t)= 0. При доказательстве 
сходимости метода будем выбирать пути интегрирования в плоскости комп­
лексного переменного t так, чтобы, беря под интегралами модули соответ­
ственных величин, получить достаточно хорошие оценки.

Введем в интегральных соотношениях (13), (14) новые действитель­
ную и мнимую оси в плоскости t по-разному для соотношений (13) и (14). 
Имеппо положим

для (13):
+ г = Si + iti, г + i = сц + z’Ti; (15)

для (14):
t — i = s2 — it2, т — i = ст2 — гт2; (16)

ti, a4, Ti, s2, t2, o2, т2 суть действительные переменные. Таким образом, 
одна и та же точка t имеет две различные пары координат, связанные со­
отношением

= s2, tt + t2 = 2. (17)

Заменяя в интегральных соотношениях (13) и (14) переменные t и т 
по формулам (15), (16), переходя к модулям и считая, что

I 41 <се, 7 = 1,2, (18)

мы для оценок 4+1 функций 4+1'У"е получаем интегральное равенство

(4)2 4 di.
/1

(19)

Интегральное равенство для оценок 4-н функций ul+dVе в систе­
ме координат (16) имеет тот же вид, причем пути интегрирования Id, 1? 
описываются в координатах (16) теми же уравнениями, что и пути Id, I1 
в координатах (15).

Будем считать, что начальные оценки vd и vd суть тождественные 
нули, тогда видно, что vd и vd связаны соотношением

Vk {slt Н) = v\ (,?!, 2 — td). (20)
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Полагая vhl = vk, Ц' = Zb Z1 = Z, мы приходим к одному интегральному соот­
ношению

'-г- ( s?—' fi I 1 С f si ~~ + T? 1^+i (si, H) = с /e exp } + — $ exp (--------- 1 dl +

1-----L2gS1 + T1} [vk (31, Tj)]2 [vk (съ 2 — т,)] dl. (21)

В плоскости переменного t выделим квадрат К с вершинами а, &, с, d 
в точках t = — 1, t = —i, t = 1, t= i. Функции vk мы будем вычислять толь­
ко на этом квадрате.

В квадрате К введем новые координаты ф, л|?, положив
ф = £1 —Si, ф = 71+х,. (22)

При этом
51 - Z? = - фФ. (23)

На квадрате К зададим кусочно-постоянную функцию со(ф, ф), описы­
ваемую следующими соотношениями: при 0 ф < es/« или 0 =£! ф е5Ф 
полагаем со (ф, ф) = 1, при е5/*2 =С ср 2 — Ф/12 и е0/‘2 ф 2 — es/12 полагаем 
со(ф, ф) = е'Ф, на остальной части квадрата К полагаем со(ф, ф) =

Путь интегрирования li выбираем следующим образом: по прямой из 
точки t = — 1 в точку t = — 1 — г, по горизонтальной прямой из точки t = 
= — 1 — i в точку t = а — Z, по прямой из точки t = а — I в точку t = а + i$, 
где а и (3 — действительные числа, причем а + 1$ е К. При таком пути ин­
тегрирования получаем для щ(ф, ф) оценку

Vi (ф, ф) сю(ф, ф), (24)

где с — некоторая положительная константа.
Путь интегрирования Z в квадрате К описывается в координатной си­

стеме ф, ф следующим образом: из точки (2, 0) в точку (ф0, 0) по стороне 
квадрата ab, из точки (ф0, 0) в точку (ф0, фо) по прямой. При этом пути 
интегрирования, используя соотношения (20) и (23), получаем оценку 

exp ( у02 (ф> со (2 — ф, 2 —. ф) dl < с'е5АгЛ (фо) ф0). (25)

Из оценок (24) и (25) непосредственно вытекает основной результат 
заметки.
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