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Рассмотрим эллиптическое дифференциальное уравнение
2ч

L (U) = 3 ард^и (х, y)/dx2n~kdyk 0 (1)
/г=0

с вещественными коэффициентами щ, при этом а1п Ф 0. Обозначим через 
Si. st,..., Sv различные между собой попарно комплексно сопряженные 

2п

корни полинома 2 aks\ а их кратности через А1; . . ., К- соответственно, 
fc=o

Xi + ... + А,. = п. Для определенности будем считать, что мнимые части 
s,...., sv положительны. Используя результаты Б. Леви (‘), легко пока­
зать, что всякое регулярное решение уравнения (1) представимо в виде

v

77 (х, у) = Re 2 2 (2)
/=0

где (p<n(zq) — аналитическая функция переменного zq = x + sqy. Функцию

V (х, у) = Im 2 2 (zq), тоже удовлетворяющую уравнению (1), на-
9=1 .1=0

зовем сопряженным с U(х, у) решением и рассмотрим комплексное регу­
лярное решение уравнения (1)

v \ = 1

F(z)^-UA IV = 2 2 (3)
<2=1 2=0

Функция F (z), очевидно, удовлетворяет уравнению

dnF (z)/6zi'.. . dz!)'1 = 0, (4)

и, наоборот, всякое регулярное решение уравнения (4) имеет вид (3).
Регулярные решения уравнения (4) являются естественным обобще­

нием полианалптических (2) и аналитических функций.
В представлении (3) аналитические функции cp9J-(z9) определяются по 

F(г) не единственным образом. Для единственности этого представления 
можно потребовать, например, чтобы функции <p9j(zg) обращались в нуль 
порядка Ai + ... ~г А,}^1 в некоторой точке. Если область определемия D 
функции F(z) содержит бесконечно удаленную точку и Г(°°) =0, то пред­
ставление (3) будет единственным, если потребовать, чтобы функции 
cp9.,(zg) имели нуль порядка / + 1 на бесконечности.

В настоящей заметке будем рассматривать краевые задачи следующего 
вида: в односвязной области D, ограниченной контуром Г, найти регу- 
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ляриое решение уравнения (4), удовлетворяющее на Г краевым условиям

п—1
Re 2 — %*(0) LkF (t) = c}(t), j =--0,1,.. „re—1; (5)

/г=0

здесь заданные функции a:ih(t). bjk(t), Cj(t) удовлетворяют условию Гёль- 
дера п detlla,* — 0; Lt< — дифференциальные операторы. Их можно
задавать различным образом, например, дк / дук, д”~' / dx"~k~'dyh и т. д., п 
таким путем получать различные краевые задачи.

Уравнение (1), а следовательно, и уравнение (4) тесно связаны с 
уравнениями плоской теории упругости как изотропной (п = 2, v = 1), 
так и анизотропной (га = 2, v = 2) сред. Для эффективного решения плос­
ких задач теории упругости и краевых задач для полпгармонических и 
полианалитических функций для некоторых классов областей применя­
ются такие методы: 1) конформное отображение области D на единич­
ный круг Е, с помощью рациональной функции Г’ " :; 2) метод характе­
ристической функции (9~12); 3) метод симметрии (13). Мы применим эти 
методы к исследованию краевых задач вида (5), приводя их к краевым за­
дачам для аналитических функций, и дадим точную геометрическую ха­
рактеристику тех областей D, для которых указанные методы применимы.

Метод 1) будет применим в том случае, если существуют функции 
<щ(5), отображающие конформно единичный круг Е па области Dh = 
= {x + shy, (x,y)^D}, к v, причем аффинно соответствующим
точкам границ областей D. соответствует одна точка на единичной окруж­
ности С. О существовании таких функций для некоторых областей гово­
рит

Теорема 1. Для существования указанных функций <щ(5) доста­
точно, а при v > 1 и необходимо, чтобы область D была одного из сле­
дующих видов: 1) внешность эллипса (отрезку), 2) внешность параболы, 
3) полуплоскость, 4) плоскость с разрезом по лучу, 5) плоскость с раз­
резом по двум лучам, расположенным на одной прямой. Функции <щ(£) = 
= '/г (1 — is*) ы (ь) + '/г (1 + is/,) ш (1 / £) осуществляют конформное ото­
бражение единичного круга на области Dk, где в соответствующих слу­
чаях <о(5) имеют вид-. 1) а ! 5 + + 7^, |а| > |ч| (если D — внешность
отрезка, то |а| = |7|); 2) а (5 — 1) + [5; 3) а/(5—1)+[$; 4) —
— 1)_г + (3; 5) аД/("Д' — 1) + J3, где а, [3. у — комплексные постоянные.

Будем говорить, что перечисленные области принадлежат классу А.
Для приведения краевых задач вида (5) к краевым задачам для ана­

литических функций остается ввести функции ФД5) = 
= {LkF(z) }Fq=Mq(^),которые в соответствующих точках единичной 
окружности совпадают с LkF(t) и являются аналитическими всюду, кроме 
полюса 5=0.

В случае метода 2) (характеристической функции) берем односвязную 
область D, ограниченную аналитическим контуром

f(x, у) =0. (6)

Уравнение
(7)

определяет в окрестности контура Г аналитическую по z функцию w(z). 
которая называется характеристической функцией контура Г. Если w(z) 
мероморфна в D, то для сведения задач вида (5) к краевым задачам для 
аналитических функций (при v =1) вводятся аналитические (кроме ко­
нечного числа полюсов) функции Ф,,(г) = {LkF(z)}~-,„. Здесь, однако, воз­
никает естественный вопрос: насколько широк класс таких областей? На 
этот вопрос отвечает
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Теорема 2. Для того чтобы характеристическая функция контура 
была мероморфна в области D, необходимо и достаточно, чтобы область D 
отображалась на круг рациональной функцией.

При v = 1 этот метод применялся в работах (9_12). Мы применяем его 
при v> 1. Для этого, используя представление (3), вычисляем ЕД(z) и 
вводим аналитические (кроме конечного числа полюсов) функции ФА (z) = 

где ug(z) = [ (1 — isg)z + (1 + is9) w]/2, og(z) = 
= [ (1 — isq)z + (1 + isq) гр] / 2. Кроме того, функция o,(z) должна ото­
бражать область D па Dq. Легко видеть, что метод характеристической 
функции (при v > I) применим в том п только в том случае, когда об­
ласть D принадлежит классу А.

Рассмотренные методы приводят задачи вида (5) к краевым задачам 
Гильберта для нескольких неизвестных функций, которые затем могут 
быть решены методом симметрии (14,15). Метод симметрии (13) позволяет 
привести задачи вида (5) сразу к задачам Римана для системы функций. 
Пусть D — односвязная область, ограниченная алгебраическим контуром 
Г. .заданным уравнением (6). Предположим, что риманова поверхность 
Dz функции ?k(z), определяемой уравнением (7), разбивается линией 
Гг = {(z, w), w = z} на две симметричные части Dz+ и Dz~, одна из ко­
торых Dz+ однолистна и при проектировании на плоскость z совпадает с 
О (заметим, что это условие эквивалентно мероморфности функции w(z) 
в области .0). Введем мероморфньте в областях Dz+ и Dz~ функции 
Ф^+(г, id) = {iftP(z)} ^B(2(2)>-5=7q'Z). (z, w) <^D + и Фг(г, w) = ®ft+(w,z), 
(z, w) e Dr, принимающие комплексно сопряженные значения в точках 
(z. w) и (гс, z), симметричных относительно Гг. Используя (5), получим 
относительно функций ФА±(г, иА краевую задачу Римана на римановой 
поверхности Dz с условием симметрии: ФДр w) = Фы(иц z). Ясно, что 
и этот метод применим лишь для областей, отображаемых на круг с по­
мощью рациональной функции (при v = 1) и для областей класса А (при 
v > 1).

Рассмотрим конкретные задачи.
1°) Пусть L,, = dn~ildxn~h~idy\ D — внешность эллипса хг/аг + уг/Ъ2 = 1. 

Ищется решение, исчезающее на бесконечности. Функции, отображающие 
конформно Е на Dk, имеют вид он(0 = (а + iskb)^/2 + (a — ishb)/2Z- По­
лагая

v 1 k n-k-1 ~ ,-+a+(j_n+1

q = l 5=o a=fe —) fl—n—7—ct—1

X KO (8)

и используя условия (5), получим
n—I

Re У [а,,г (о) — ibjlz (о)] Ф/г (о) = щ (о). / - 0, 1, . . . , п — 1, (9)
А’=0

краевую задачу Гильберта для функций ФА(£), аналитических в Е и об­
ращающихся в пуль порядка п в начале координат. Решив эту задачу, 
находим из системы дифференциальных уравнений (8) искомые функ­
ции

ЧМ К) = [/! (" - 1 - 2)! П ( ) 1 $ (г</ - {п,,; О’ (т,;)1
«'•т—*7 1
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Условия разрешимости и число решений краевой задачи (5) совпада­
ет с условиями разрешимости и числом решений задачи Гильберта (9).

■ 2") Пусть Lh = дк/ду'1, D — верхняя полуплоскость у > 0. Будем искать 
решение в классе функций, имеющих непрерывную на вещественной оси 
Г производную dn~'F(z)ldyn~l, а производные dkF{z)!dyk, к = 0,..., п — 2, 
непрерывные на Г всюду, кроме бесконечно удаленной точки, где 
они могут обращаться в бесконечность порядка не выше п — к — 1. Ха­
рактеристическая функция контура Г имеет вид w(z) = z.

Полагая

(10)
V I mln (k, ]) k_m-m

аш = 2 2 2
q=l j—0 m—Q

и используя условия (5), получим краевую задачу Гильберта для функ­
ций Ф*(д), аналитических в верхней полуплоскости и допускающих бес­
конечность порядка п — к — 1 в точке z = °°. Определив функции Ф(, (z), 
пз системы (10) находим

Задача (5) в этом случае разрешима при тех же условиях, что и со­
ответствующая ей задача Гильберта. Число решений задачи (5) также 
равно числу решений этой задачи Гильберта.

В заключение приношу глубокую благодарность Л. И. Чибриковой за
внимание к раооте и ценные советы.
Казанский государственный университет 
им. В. И. Ульянова-Лепина

\
Поступило 
24 V 1972

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 В. Levi, Math. Notal., 14, 50 (1954). 2 М. Б. Балк, М. Ф. Зуев, УМН, 25, 

5(19/0). 3 И. И. К а р ци в а д з е, Сообщ. АН ГрузССР, 7, № 8, 507 (1946). 4 Н. И. 
М у с х е л и ш в и л и, Некоторые основные задачи математической теории упругости, 
М. 1966. 5 П. К. 3 е р а г и я, Тр. Тбилисск. матем. инет. АН ГрузССР, в. 8,135 (1940)
в В. С. Рогожин, Уч. зап. Казапск. унив., 110, № 3, 71 (1950). 7 М. П. Гании, 
ДАН, 80, № 3, 343 (1951). 8 Г. Н. Савин, ДАН, 23, № 3, 217 (1939). 9 Д. М. Вол­
ков, Уч. зап. Лепингр. унив., сер. физ.-матем., в. 14, 25 (1948). 10 Р. R. Garabe- 
dian, J. Rat. Meeh, and Anal.. 3, № 3 (1954). 11 R. Legendre, Bull. Soc. franc- 
Mec.. (Ns 8 (1953). 13 C. Mathurin, Pabls. sci. et techn. Ministerc air, NT, 105, 1 
(1962). 13 Л. И. Чибрикова, Изв. высш, учебп. завед., Математика, № 10, 102 
(1967). 14 Н. И. М у с х е л и ш в и л п, Сингулярные интегральные уравнения, М.,
1968. 15 Л. И. Чибрикова, Тр. семин. по краевым задачам, в. 3, 202 (1966).


