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1. В этой Заметке мы используем некоторые понятия статистической 
физики для доказательства диссппативности У-диффеоморфизма (см. (*))  
в случае отсутствия у него конечной инвариантной меры, эквивалентной 
риманову объему.

* В (3,4) рассмотрен случай, когда /+ = Приведенное здесь обобщение также 
принадлежит Я. Г. Синаю.

Напомним, что обратимое и измеримое вместе с обратным преобразо­
вание Т пространства с мерой (М, ц) называется диссипативным, если 
существует такое измеримое множество А ~ М, что Т‘А А Т'А = 0 при 

Ъ 11 U TlA= М (mod 0). Если мера ц конечна и инвариантна
tez

относительно Т, то диссипативность невозможна в силу теоремы о воз­
вращении (2). В рассматриваемом нами случае У-диффеоморфизма мера, 
индуцированная римановым объемом, квазиинвариантна.

Мы будем следовать подходу Я. Г. Синая (3,4), который ввел класс ин­
вариантных гиббсовских мер для произвольной топологической динамиче­
ской системы и исследовал с помощью топологических цепей Маркова 
свойства этих мер в случае У-систем.

Приведем определение, предложенное Синаем. Пусть X — компакт, 
т — его гомеоморфизм, ц — вероятностная мера на X, инвариантная от­
носительно т, и /"(ж), /+(а:), х е X,— непрерывные функции. При любых 
тп > 0, п > 0 равенство

От 
|ХХП = z™. п ехр [ S (тМ + S /+ (тм1 -

I- n г=1 J

где
О т

Zm,n = $ехр Г 2 Г(Уж)+
X г=—п 1=1

определяет вероятностную меру цт,„. Всякая предельная точка (в смысле 
слабой сходимости) последовательсти мер ц„,(иг, п <») называется 
мерой Гиббса, построенной по мере ц и функциям /+ *.

2. Пусть (X, г) — апериодическая топологическая цепь Маркова с ко­
нечным числом состояний иц — отвечающая ей мера с максимальной эн­
тропией (см. (5,6)). Тогда справедливо следующее утверждение, доказан­
ное для случая /“ = /+ в работе (3).

Теорема 1. Если функции f~, f+ удовлетворяют условию Гёлъдера, 
то существуют пределы

lim |im, п = ц (/", /+), lim —J— In Zm, „ = P (j~, f),
m, n-*co  m, n-*3o  ffb "i- ri

причем P (/“, /+) =l!AP (f~, f~) + P (/+, /+) ] ■
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Мы и в дальнейшем будем предполагать выполненным условие Гёль- 
Дера для функций f~, f+.

Теорема 2. Мера ц(/~, /+) квазиинвариантна относительно т, 
причем

--= exp [Р+ — Р~ + Г (та) - /+ (т)],

где Р- = Р(f-, /-),/>+=/>(/+, /+).
Теорема 3. Если /“) =^= ц(/+, /+), то динамическая система

(X. т, [т(/_, /+)) диссипативна.
Замечание. В (3) показано, что равенство ц(/_, /_) = ц(/+, /+) 

выполняется в том и только том случае, когда
/+ = /" + и(х) — и(тх) + const,

причем функция м(а?) удовлетворяет условию Гёльдера.
Наметим доказательство теоремы 3. Чтобы убедиться в ее справедли­

вости, достаточно установить сходимость почти всюду относительно меры 
сю

ц(/“, /+) рада ' М-Ы покажем’ чт0 последовательность
— оо

функций 1р„(х) = при |п| -> оо ц(/-, /+)-почти всюду сходит­
ся к нулю с экспоненциальной скоростью. Если п > 0, то в силу тео­
ремы 2

п—1 п—1
W = exp [п(Р+—Р-) +п (Л- 2 Г(т^) — -Л- 2 ГСМЛ ■

L \ п *=о *=о 'J
Из эргодичности системы (X, т, ц(/+, /+)) вытекает, что р(/+, /+)-поч- 

ти всюду
lira Л In (ж) = Р+ — Р~ + $ /’ (х) dp (/+, /+) — $ f (х) dp (/+, /+). 

П—+ ОС XX
Важно заметить, что это соотношение выполняется почти всюду и от­

носительно меры р(/“, /+). Причина в том, что меры р(/~, /+) и р(/+, /+), 
будучи сингулярными на всей борелевской о-алгебре в X, эквивалентны 
на ее подалгебре, порожденной значениями координат xt точек х X 
при всех i > 0. Теперь воспользуемся следующими формулами из работы 
С):

/-(z) =lnp (х0/х~1, Х-2,...) + Р +1 (та) — I (х),

j+(x) = In р+ (х0/х-1, х-2, • • •) + Р+ + /+(та) — Р(х),
где р_(ж0/а:-1, х-2,...)—функция, равная в точке х = (х>, I е Z} е X 
условной мере (речь идет о мере ы(/~, /“)) цилиндра, определяемого ко­
ординатой ж0, при условии, что фиксированы координаты с отрицатель­
ными индексами, 1~(х) —непрерывная функция и |Г (хо/х-ь ж-2,...), 
1+(х) имеют аналогичный смысл. С учетом этих формул получаем

lim Л In(х) = —In и+>,...)] du(/+, /+).
П-*4-оо  п X

Из соображений выпуклости вытекает, что последнее выражение от­
рицательно, если р(/~, У") Ущх(/+, /+). Таким образом, ip„(;z:) экспоненци­
ально быстро сходится к нулю при п +°°. Случай п < 0 сводится к 
разобранному.

3. Эффективный метод исследования У-систем основан на возможно­
сти описания их с помощью очень простой символической динамики. Как 
обнаружил Синай (7) (см. также (8~10)), всякий У-диффеоморфизм явля­
ется непрерывным образом некоторой топологической цепи Маркова, при­
чем соответствующее отображение по существу взаимно однозначно.
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Рассмотрим транзитивный У-диффеоморфизм Т класса С2 замкнутого 
риманова многообразия М и непрерывное отображение ф топологической 
цепи Маркова (X, т) на (71/, Т), построенное с помощью марковского раз­
биения многообразия М (см. (7,8,'“)). Пусть К-, %Р — коэффициенты сжа­
тия и растяжения сжимающегося и расширяющегося слоений соответст­
венно. Эти функции удовлетворяют условию Гёльдера (см. (“))• Из 
свойств ф следует, что тогда /с = Ф*(1пЛ с) и /р=ф*( —1пЛр) — непрерыв­
ные функции на X, также удовлетворяющие условию Гёльдера. Обозна­
чим р меру на М, индуцированную римановым объемом.

Теорема 4. Отображение ф индуцирует изоморфизм mod0 динами­
ческих систем с квазиинвариантной мерой (X, т, ц(/с, /р)) и (М, Т, р) 
(класс меры ц(/с, /Р)) переходит в класс меры р.

В работе (7) были введены инвариантные меры щ и рр, абсолютно не­
прерывные относительно риманова объема соответственно на слоях сжи­
мающегося и расширяющегося слоений. В (3) показано, что щ = ф(р(/с, /с)), 
цр = ф(ц(/р, /р)) и диффеоморфизм Т допускает конечную инвариантную 
меру, эквивалентную р, в том и только том случае, когда ц, = ЦР- 
Из теорем 3 и 4 теперь вытекает

Теорема 5. Если транзитивный У-диффеоморфизм не допускает 
конечной инвариантной меры, эквивалентной мере р, то он диссипативен 
относительно р.

В (3) показано, что множество У-диффеоморфизмов, удолетворяющих 
условиям этой теоремы, непусто.

С наглядной точки зрения явление, описываемое теоремой 5, объясня­
ется тем, что меры р, цс, ц|Р взаимно сингулярны и при п +°° (—°°) ме­
ра Т"с> быстро сходится к цр (щ) (см. (4)).

Следствие 1. В условиях теоремы 5 разбиение пространства (М, р) 
на траектории диффеоморфизма Т измеримо.

Следствие 2. В условиях теоремы 5 уравнение

lnzp(a:) = и(Тх) —и(х),

где а;(х) = , а и(х) — неизвестная функция, разрешимо в классе из­
меримых функций, но не имеет непрерывных решений.

Следствие 3. Любой транзитивный У-диффеоморфизм обладает 
а-конечной инвариантной мерой, эквивалентной риманову объему.

В заключение отметим, что изложенные результаты были получены 
при попытке ответить на один вопрос Я. Г. Синая. Авторы выражают бла­
годарность Я. Г. Сипаю за поддержку и полезные советы.
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