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ОБ УСКОРЕНИИ СХОДИМОСТИ МЕТОДОВ ВЫПУКЛОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 28 VI 1972)

В работе для задач выпуклого программирования при линейных огра­
ничениях построено три общих сходящихся метода. Их отличительной 
особенностью является то, что, начиная с некоторого момента, все прибли­
жения оказываются в линейном многообразии, содержащем искомый .экс­
тремум. С этого момента различные конкретизации построенных процес­
сов автоматически превращаются в методы отыскания экстремума функ­
ции при отсутствии ограничений, причем в пространстве, размерность ко­
торого, вообще говоря, ниже размерности исходного пространства.

Это достигается благодаря введению некоторого параметра, который не 
только удерживает вычислительный процесс на многообразии, содержа­
щем экстремум, но и устраняет, в случае необходимости, возможность 
«зигзагообразного» движения в окрестности точки, не являющейся ре­
шением.

1. Пусть в R" задана вогнутая функция /(ж) и многогранник Q = 
= {х: х) > bh j J = {i,..., г}.

Рассмотрим задачу отыскания
f(x*)  = max {/(х): xeQ}. (1)

На Q определим неотрицательную функцию ц(х), являющуюся «ме­
рой неоптимальности» вектора х, т. е. такую, что из ц(х) =0 следует 
х = х\

Для х е Q определим J(х) = {/: (а3, х~) = и грань Г (х) = {у: (а3, у) = 
= Ь„ / е J(x); у е Q}.

Пусть <?(Г) — линейное многообразие минимальной размерности, со­
держащее Г. Для простоты рассуждений предположим, что для каждого 
Г-0 существует и единственная точка хг* = arg max {f(x) \х е (?(Г)}.

Для б 0 и х е Q рассмотрим неотрицательную функцию ц(х. б), 
удовлетворяющую следующему условию:

lim ц (хА, 64) > р (х, 0) = р (х), (2)
8^—* 0

а также оператор С : Q -> Q, удовлетворяющий условию: для V6 > 0 най­
дется о (б) >0 такое, что при р(х, б) > б имеет место

f(Cx) - /(х) > о(б) 'ТеО. (3)
Назовем R: 99 оператором релаксации, если Г(1?х) сГ(х) и 

/(7?х) >/(х). При различных предположениях относительно /(х) опера­
торы R могут обладать некоторыми из следующих свойств:

S) Если Г(/?хй) = Г(хл) = Г, k = 1, 2,. . ., /(xft+1) < f(Rxft), то /(xft) 
/(х*).
Пусть х*+* = Rxh, Г(х") = Г, к = 1, 2,... , xh -> х*.  Тогда
LS)/(x‘) - /(x* +1) д[/(х’) - /(х*)  ], q < 1.
SLS) f (х*)  — f (xfe+1) < qk [f (x*)  — f (xfc)], lim qk = 0.
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KS) /(x’) - /(xs+1) < g[/(x’) - /(xs) ]2.
2. Приведем три общих метода решения задачи (1).
Метод CR1 с постоянным параметром заключается в следующем.
Пусть параметр б удовлетворяет условию

О б min {ц (х|,, б): xj, ЕЕ Q, Хр =/= х*}.  (4)

В качестве исходного приближения выбираем х1 е Q и полагаем 0, = 0. 
Пусть уже построено приближение Xs и найдено 0ft.

В случае 04 = 0 полагаем 0A+i = 1 и проверяем неравенство p(xs, б) >
> б. Если это неравенство выполнено, то xs+1 = Cxs, в противном случае 
xh+' = Xs.

В случае 0А = 1 полагаем x!l+l = Rxh, если Г(хк+1) = Г(хь), то 04+1 = 0, 
иначе 0it+i = 1.

Выбор параметра б из условия (4) представляет определенные труд­
ности. В приведенных ниже методах отсутствует априорное требование 
(4) на значение параметра б.

Последовательность {бф будем называть управляющей, если 
б, > 0, б. 0.

Метод CR2 заключается в следующем. Выберем произвольную управ­
ляющую последовательность {б,}. В качестве исходного приближения вы­
бираем x'eQn полагаем 01 = 0, г(1) = 1.

Пусть уже построено приближение Xs и найдены O.i и г (fc).
В случае 0Й = 0 полагаем 0ft+i= 1 и проверяем неравенство р(х\ б4<»))>

> 6i(Jt). Если оно выполнено, то полагаем xs+1 = Схк и i(k + 1) = i(k). 
В противном случае xs+I = xk, I(к + 1) = г(/с) + 1.

При 0ft = l полагаем i(k + 1) = i(k), хк+> = Rxh и, если Г(хк+1) = 
= Г (xs), то 6h+i — 0, иначе i — 1.

Иногда в методе CR2 управляющую последовательность удается под­
чинить дополнительному условию

lim (/(х*)-/(х^[<т(б ;да)]-1<1. (5)
9ft=0, 
k—>эо

На 2(Г) определим неотрицательную функцию v(x), являющуюся 
«мерой неоптимальности на <?(Г)>> вектора х, т. е. такую, что из v(x) =0 
следует х = хг’. Пусть ц(х) и v(x) удовлетворяет следующим условиям: 

если Xs е Г. хг‘, то у (xs) 0;
если xs х*,  то

ц(хк) [v(xs) J-1 -*  0. (6)

Метод CR3 со стабилизирующимся параметром получим, видоизменив 
следующим образом метод CR2: в случае 0Ь = 0 при ii(xs, 6i(h)) бад по­
лагаем xs+1 =xs и проверяем неравенство |i,(xs, 6i(A)) > v(xs); если оно вы­
полнено, то i(k + 1) = i(k) + 1, иначе i(k + 1) — i(k).

3. Характер сходимости методов CR1 — CR3 устанавливает следующая 
Теорема. Пусть ц(х, б) удовлетворяет (2), оператор С удовлетворя­

ет (3), а оператор R обладает свойством S. Тогда:
1) если в CR1 параметр б выбран из условия (£), а в CR2, CR3 значе­

ние параметра определяют элементы произвольной управляющей после­
довательности {М, то методы CR1 — CR3 порождают последовательность 
{xs}, каждая предельная точка которой является решением задачи (1), 
a /(xs) -> /(х’);

2) если в CR1 параметр б выбран из условия (4), в CR2 последова­
тельность {б,} удовлетворяет (5), а в CR3 функция v(x) удовлетворяет 
(6), то м.етоды CR1 — CR3 порождают такую последовательность {х6}, что, 
начиная с некоторого ка, имеет место:

а) х^ (— Г, Г: Хр = х ,
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б) при = 0 приближение xh+'=x'1, т. е., начиная с к. новые при­
ближения получаются лишь применением оператора В:

в) в методе CR3 дополнительно имеет место i(k) = к^ к :
3) если оператор В обладает одним из свойств LS - KS, то пр:: вы­

полнении условий предыдущего пункта теоремы каждый из методов 
CR1 — CR3 порождает последовательность {xh}, сходящуюся к х' соответ­
ственно линейно, сверхлинейно, квадратично. *

* Утверждение 1) для метода CR2 имеет место при произвольном операторе ре­
лаксации, например при RO: RO (х) = т.

Замечание. Если х* — вершина Q, то решение задачи ( I ) может 
быть найдено незначительной модификацией методов CR1 — CR3 за ко­
нечное число шагов.

4. Рассмотрим три примера функций ц(х, 6), v(x) и операторов С.
1°) Пусть б удовлетворяет (4) и такое, что для Vx е Q существует 

у е Q, для которого J(у) = J(х, б) = {/: bj =5 {а1, х) < bj + 6}. Рассмотрим 
х^ д(> и пусть J(.r, б) = {1,.. . , I}. Для простоты будем считать, что 
bj = 0, Je J(x, б), и векторы-столбцы а\ / е J(х, 6) линейно независимы.

Рассмотрим векторы и(х, 6) = (A!TAi)~tAiTVf(x), z(x, б) = V/(x) — 
— Aiu(x, 6), z-t(x, ё) = \rf(x') — Ai-i(Ai-iTAi^i')~iAi-iT^f(x)J где At = 
= {a1, . .. , a'), a Ai~t получается из At удалением столбца a1: up(x, б) = 
= max щ(х, б).

Пусть pl (х, б) = max{||z(x, б)||, и\(х, б)}, а оператор проекции гра­
диента С1 определим равенством

С1(х) = x + t(x)z(x, б),
где

z (х, б), если pl (х, б) = || z (ж, б)||,
z_j (х, б), если п! (х, б) = ир(х, б),

t(x) = arg max {j(x + tz(x, 8)) \0 t t'(x)}, 
l'(x) = max {/ lx + tz(x, б) e Й}.

Здесь и в дальнейшем v(x) = ||z (х, 0) |р.
2") Рассмотрим р2(х) = max{(V f(x), z) | A/'z^O. ||z|| < 1} = (V/(x), 

г (x, б)), || ■ || — некоторая норма вектора в Rv.
Оператор наискорейтттего спуска С2 определим аналогично (71.
3°) Пусть цЗ (х) = цЗ (х, б) = шах{( V/(z), у — х)\у ez Q) = (V f(x), 

z(x, б)) = (У[(х), z(x)). Оператор условного градиента СЗ определяется 
аналогично Ci.

Функции ц1, ц2, ц.3 удовлетворяют (2), а гладкости /(ж) достаточно 
для того, чтобы операторы Ci — СЗ удовлетворяли (3).

5. Приведем примеры операторов релаксации. Пусть ср(х), .felt'.—
сужение f(x) относительно многообразия a g(x) = V<p(x).

I00) Рассмотрим последовательность {xs}on, порождаемую процессом 
сопряженных градиентов (‘): .

х" = х, p° = g(x°); xs+1 = х3 + t„ps,

где ts = arg max {cp(xs + tps) |0 < ts '• t/}, a t/ = max {i|x,s + tp3 e Q}, 
Ps+I = g(xs+1) + ||g(x''+1) II2- ||g(xs) ||~y.

Оператор сопряженных градиентов Bl определим по формуле

Bi (х) = xs+l, s = min{n — 1, min{s | ts = t/, 0 s < n}}.

200) Рассмотрим, следуя (2), последовательность {x'}n типа (8), в ко­
торой р3 = HsTg(x3), Hs = Е + g^x^lp^'^lip^1, g(xs^))]_1, где По = 
= Е — единичная матрица. Оператор В2 определим для указанной после­
довательности аналогично Bi.
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3“°) Оператор градиентной релаксации R3 определим по формуле
7?3(х) = x + t(x)g(x),

где t(x) — некоторый параметр.
Если для гессиана II(х) функции <р(х) выполнены условия

т(у, у) <— (77(х*)г/,  у) ^М{у, у) Vy<^R".
\\Н(х1) -Н(х*П^Ь\\х 1-хг\\, (7)

где х.' и ж2 принадлежат достаточно малой окрестности ж*,  то, как уста­
новлено в (3) (см. также (4, 5)), оператор 7?1 обладает свойством KS.

В случае непрерывного гессиана, удовлетворяющего лишь первому из 
условий (7), оператор R2 обладает (см., например, (е)) свойством SLS.

В (7~9) для ср (ж) и параметра t(x) найдены условия, при которых опе­
ратор R3 обладает свойствами S и LS. В связи с этим заметим, что кон­
струкция процессов CR1 — CR3 позволяет сохранить для задачи (1) все 
факты общей теории релаксации (8,а).

Заметим далее, что управляющие последовательности {6л = &“1}, {бА = 
— д’1'2, <7 <1 } и {б*  = к~к,г} удовлетворяют условию (5), если оператор R 
обладает соответственно свойствами LS — KS, a g'(x) удовлетворяет усло­
вию Липшица.

В заключение отметим, что метод условного градиента С0,11) является 
конкретизацией CR1 с 6 = 0, С = СЗ и R = RO. Методы наискорейшего 
спуска С2,13) являются реализациями CR2 с С = С2 и R=RO, а метод 
проекции градиента (14) конкретизирует CR1 с 6 = 0, оператором С = С1 
и R =RO, причем в (’4) установлено лишь, что lim ц(ж11)7(ж'1) =0, из чего, 

К-»оэ
вообще говоря, не следует сходимость метода. Отмеченного недостатка ли­
шен базирующийся на методе (14) алгоритм (15), в котором, как и в мето­
дах С2,’3), для устранения «зигзагообразного» движения введен «сглажи­
вающий» параметр.
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