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1. В этой работе даются новые условия, необходимые для локальной 
разрешимости линейных дифференциальных и псевдодифференциальных 
уравнений с бесконечно дифференцируемыми коэффициентами.

Мы рассматриваем уравнения вида Р(х, D)u=f(x), где Р(х, D) — 
псевдодифференциальный оператор (определение см. (*,2)) с гладким сим­
волом р(х, |), а функция /(ж) бесконечно дифференцируема. Рассматри­
ваются решения и(х) из класса И'(£Т). Как и в работе [’], здесь предпо­
лагается, что Р — оператор главного типа (г.т.),

р° (ж, §) = 0, g ¥= 0 => grad р° (х, £) 0,

где р°(х, ё) — главная часть символа р(х, g) оператора Р, a grad = gradx, Е. 
Напомним следующее общеизвестное

Определение. Оператор Р(х, D) называется локально разре- 
1п и м ы м в точке ха е О, если существует окрестность со <= Q точки ха, 
в которой для всякой функции существует распределение
«(ж) е(Q) такое, что Р(х, D)u = f(x) в со.

Различные условия, необходимые для локальной разрешимости таких 
уравнений, были даны в работах (3~9) (см. работы (10~12), где дается обзор 
результатов). Условия в этой заметке являются наиболее общими и содер­
жат в себе все ранее полученные.

2. Пусть Rep0 (ж, g) = а(х, g), Imp0(ж, £) = b(x, £). Пусть (z°, g°) - 
характеристическая точка, т. e. р°(ж°, |°) =0.

В силу (г.т.) имеем тогда, что gradp°(z°, g°) ¥= 0. Для определенности 
будем считать, что grad а (я”, |°) АО. Тогда кусок поверхности а(х, В) =0 
(коразмерности 1), содержащий точку (х°, £°), расслаивается на бихарак­
теристики функций а(х, %), т. е. кривые x = x(t), удовлетворяю­
щие дифференциальным уравнениям

x(t) = gradEa(^(i), g(i)), |(Z) =-gradx a(z(i), g(i)).

Такие бихарактеристики называются нулевыми. Пусть L — отрезок ну­
левой бихарактеристики, для которой (ж(^), В(£о)) = (ж0, £°). Часть отрез­
ка кривой L, соответствующую значениям t > t0 (t< t0), обозначим через 
L.r (LA).

Мы будем предполагать, что выполнено следующее
У с л ов и е (А):

Ь(х, g) 0 на L-, Ь(х, §) 0 на L+.
Существуют такие последовательности точек (хп, g”) е L-, (Ж”, £n) е L+, 
сходящиеся к (ж°, g°), что

b(xn,ln)<Q, b(xn,£n)>0.

Таким образом, мы предполагаем, что функция Ь(х, g) не обращается 
тождественно в нуль ни на каком отрезке кривой L, содержащем точку 
(а:0, |°). Это условие представляется довольно естественным и, как пока­
зывают простые примеры, не может быть отброшено.
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))|условие (В):

3. Сформулируем теперь основной результат нашей работы.
Теорема 1. Пусть Р(х, D) ~ псевдодифференциалъный оператор 

главного типа с гладкими коэффициентами. Пусть (ха, £°) — некоторая 
точка из \ 0 такая, что р°(х°, £°) =0 и выполнено условие (А).
Предположим, что либо dLb(x°, £°) =^= 0, где дь — оператор дифференцирова­
ния вдоль L, либо выполнено

lim | (а (я, £), grad & (я, £
(X.

(1,0бЬ

если (а(ж, g), grad а(х, £)) = 0, а(х, g) е С.
Тогда оператор Р(х, D) не является локально разрешимым в точке х". 
В случае, когда dLb (я0, £°) 0, теорема была доказана Л. Хёрманде-

ром в работе (5)- Укажем некоторые простые условия, достаточные для 
справедливости условия (В,’.

Теорема 2. Пусть для оператора Р(х, D) главного типа выполнено 
условие (А) в характеристической точке (х°, g°) и dLb(x°, g°) =0.

Тогда каждое из следующих условий достаточно для справедливости 
условия (В):

(В,) Функция b(x, £) монотонна вдоль кривой L в некоторой окрест­
ности точки (ж°, g°);

(В2) Функция Ь(х, с) не равна 0 тождественно ни на каком отрезке 
нулевой бихарактеристики функции а(х, |) в некоторой окрестности точ­
ки (ж°, £°);

(В3) Функция Ь(х, £) имеет вдоль L нуль конечного порядка в точке

(В4) В некоторой окрестности точки (х°, g°) существует гладкое мно­
гообразие S, трансверсальное к L и обладающее следующим свойством: 
в каждой точке поверхности S, лежащей на поверхности а(х, £) =0, 
функция Ь(х, |) меняет знак с минуса на плюс при движении в положи­
тельном направлении по нулевой бихарактеристике функции а(х, £), про­
ходящей через эту точку.

Заметим, что, как легко видеть, условие (В4) вытекает из условия 
(Вз). Достаточность условия (ВД доказана в работе (6). Там же отмечено, 
что условие (ВД можно заменить следующим, более слабым условием:

(В/) Существует постоянная С > 0 такая, что I b(x, I) I < c\b(y, 1Д I, 
если (х, £), (у, 1]) и точка (х, |) лежит ближе к {ха, g"), чем точка 
(у, п)-

Достаточность условия (В2) для выполнения условия (В) доказана в 
работе (13).

4. Условие (В) не является необходимым для справедливости теоре­
мы 1. Например, существует такая функция f(xt, х2) е С“, что для симво­
ла р°(ж, =ig1 + /(x1, хг) ||| оператора Р{х, D) не выполнено неравен­
ство (В), но оператор Р(х, D) не является локально разрешимым.

Эта функция f(xt, х2) имеет следующий вид. Пусть ф(жД еС", 
ф(гД >0 и ср(—х-.) = ф(а:Д. Пусть функция <р (Дг Д имеет нули бесконеч­
ного порядка в точках Xi — 0, xt = ±1 / п, где п = 1, 2,..., и положитель­
на в остальных точках, a ^(жД = и?(жДф(а:Д, где w(xi) = 2~"sgn Xi • 
• шах ф (xi), если 1 / и «S | z, | < 1 / (re + 1). Полагаем теперь ](х,, х2) = 

)С I XiKl/n
= 1|Да:Д +ж2ф(;Г1).

Существует много примеров операторов, для которых условие (В) не 
выполнено в точке (ж°, g°), но выполняется в точках, сколь угодно близ­
ких к (ж°, §“). Например, в случае рассмотренного выше оператора Р(х, D) 
условие (В) не выполняется при Xi= хг = 0, но существует последова­
тельность точек хп = (хС, х2п) -*• 0 такая, что в хп выполнено условие 
(ВД.

Эта ситуация имеет место также, например, для следующего класса 
операторов.
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Теорема 3. Оператор Р(х, D) главного типа не является локально 
разрешимым, если выполнено следующее условие-

(С) Функция b0(t) = b(x(t), £(£))> где х = x(t), £ = £(£) — уравнения 
кривой L, меняет знак в точке t = 10, не обращается в нуль тождественно 
ни на каком отрезке, имеет бесконечное множество нулей, сгущающееся 
в t0, и нули функции b0(t) чередуются с нулями функции bi(t) = (a(t), 
grad b(x(t), £(/))), где a(t) — некоторый вектор, нигде не равный нулю и 
такой, что '(oc(t), gradа(ж(£), £(£))) =0, a(t) е С.

Можно было бы привести много примеров такого сорта, но мы не дела­
ем этого из-за недостатка места. Укажем только, что таковыми являются 
операторы, для которых bi(/0) ^0, и операторы, у которых функция fc>i (£) 
имеет при t = t0 нуль конечного порядка.

6. Доказательство теоремы 1 проводится по схеме, предложенной в 
работах (5) и (7), в связи с чем используется новый вариант теоремы о 
локализации. Мы используем также результаты работы (14) и лемму о 
неявной функции из работы (15). Наконец, строится приближенное реше­
ние задачи Коши для дифференциального оператора с бесконечно диффе­
ренцируемыми коэффициентами аналогично тому, как это делается в ра­
боте (6).
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