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Пусть F- квадратичное отображение «-мерного вещественного прост­
ранства R" в себя:

п
= 2 7 = 1,(1)

?, /г=1

причем aik, j 'О 0, 2 aik,j = 1- Тогда симплекс о"-': хг О 0, 2+ = 1 инва- 
з

риантен. Сужение отображения F на ст"-1 обозначим через V. В задачах 
математической генетики V задает эволюцию бесконечной «свободной 
популяции» и соответственно называется эволюционным операто­
ром (см. (*)).

В работах С. Н. Бернштейна (2_5) была поставлена и для п = 3 реше­
на проблема описания всех эволюционных операторов, удовлетворяющих 
«принципу стационарности»: г"' = V. По мысли С. Н. Бернштей­
на, этому принципу должны удовлетворять все возможные элементарные 
механизмы биологической наследственности. Например, классическая мен- 
целевская наследственность в случае одного диаллельного локуса опреде­
ляет оператор (за кон Харди - Вайнберга (6,7))

ay = Xi + TjXg + 1ix3,
= х2 -+ т.2х3 -+ х/4 х3, (2)

х'3 = 2хгх2 + хлх3 + х2х3 + 1 2 х%,

для которого принцип стационарности верен.
Закон Харди — Вайнберга допускает параметризацию: х/ = р2, х2 =q\ 

х3’=2pq, где р = х, + '/2х3, д=х2 + ’/2Хз. Параметры р, q связаны усло­
виями р>0, /> + </ = 1и интерпретируются как вероятности аллель­
ных генов А, а в генофонде исходного поколения, состоящего из геноти­
пов АА, аа, Аа с вероятностями х,, х2, х3 соответственно. Принцип ста­
ционарности в этом случае эквивалентен законам сохранения генов р' = р, 
q' = <Б

В работе (*) проблема Бернштейна была сужена до проблемы описа­
ния операторов, обладающих генной структурой. На фоне общей 
идеи генной структуры в (*) была определена так называемая элемен­
тарная генная структура (э.г.с.) и при дополнительном условии 
«нормальности» были описаны все операторы, обладающие э.г.с. (см. (*), 
теорема 5.3).

В настоящей работе после уточнения понятия генной структуры дается 
решение суженной проблемы Бернштейна.

Линейная форма р(ж), х е R”, называется инвариантной, если 
p(Vx) =р(х) на симплексе о”-1. Во всем пространстве это означает, что 
p(Fx) = s(x)p(x). где s(x) = 2 Xi- Инвариантные линейные формы об­
разуют подпространство Jv размерности т + 1. Рассмотрим в Jv много­
гранный телесный конус форм с неотрицательными коэффициентами.
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Пусть pN — базис этого конуса, нормированный в том смысле, что
наибольший коэффициент каждой формы р{ равен единице. Впоследствии 
элементы этого базиса интерпретируются как вероятности генов.

Определение 1. Отображение ц: on_1 -+ Rv, задаваемое формула­
ми у<=р{(х), i=l,..., N, называется оператором мейоза.

Очевидно, pF = ц в силу инвариантности форм р„
Определение 2. Эволюционный оператор V обладает генной 

структурой (г.с.), если существует такое квадратичное отображение 
<р: Rv -+ о’1-1 с неотрицательными коэффициентами, что V = срц. При этом 
Ф называется оператором оплодотворения.

Из наличия г.с. вытекает стационарность: V2 = срцВ = фц = V.
Случай э.г.с. выделяется требованием линейной независимости форм 

Pi,..., pN. Простейшим примером неэлементарной г.с. является откры­
тый С. Н. Бернштейном «к а д р и л ьн ы й» закон:

Х1 = ("И 4~ Жз) (“И 4" Хц), Х-2 = (»2 4“ -Г3) (х% 4" ^4),
хя = (а?! 4- Х3) (х2 4- Х3), Хц = (хг 4- з'4) (х2 4- х4).

Его генная структура была выявлена в (*). Там же было показано, что 
уже при п = 3 (т. е. в списке С. Н. Бернштейна) встречаются операторы, 
не имеющие г.с. ни в каком разумном смысле.

Укажем некоторое обобщение кадрильного закона. Пусть п = kl, к > 1, 
I > 1. Запишем га-мерный вектор х в виде матрицы:

х =

1)7+1

(4)

Обозначим через pt,..., р,._ строчные, а через qt,..., — столбцевые сум­
мы этой матрицы. Обобщенный кадрильный закон задается формулой 
х = р ® q, т. е.

(5)

При этом х |—> (/21,..., рц', qii - • ■, qd — оператор мейоза.
Оператор V называется приводимым, если существует такая пара 

координат, например; xt, х2, что х', / = зависят только от хх 4-х,.
Оператор V называется вырожденным, если существует такая ко-. 

ордината, например, Xi, что ж/ = 0.
Теорема. Пусть эволюционный оператор V обладает генной струк­

турой, неприводим и невырожден. Тогда это либо элементарная генная 
структура, либо обобщенный кадрильный закон.

Доказательство основывается на следующем «принцип е вза­
имности»: если оператор обладает г.с., то для каждой координаты х,, 
входящей в форму pt, квадратичная форма х' делится на р,. На генетиче­
ском языке это означает, что если генотип / продуцирует в мейозе ген I, 
то этот геп обязан участвовать во всех оплодотворениях, производящих 
данный генотип.

Из принципа взаимности следует, что каждая координата Xj входит в 
одну или две из форм р;. Координаты, входящие в одну форму, называ­
ются гомозиготными, остальные — гетерозиготными. Коорди­
ната Xj называется чистой, если а„, ,= 1, и расщепляющейся в 
противном случае. Для изучения этой альтернативы весьма полезна ком­
мутативная алгебра 31г, определяемая в R оператором F: ху = Ф(х, у), 
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где Ф — билинейное отображение, полярное к F. Аннулятор этой алгебры 
совпадает с подпространством Jvx={x-. р(х) =0 VpsJv} благодаря 
г.с. В фактор-алгебре ^Lv/Jvx умножение имеет вид XY = >/2{s(Y)Х + 
+ я(Х)У} (поскольку s g JVj она переносится на фактор-алгебру).

Стандартный базте алгебры 2lv определяет в фактор-алгебре
систему Et,..., Е„. Все £, отличны от нуля и попарно различны. Система 
{2?,} порождает многогранный конус. Оказывается, что крайним точкам 
этого конуса и только им соответствуют чистые координаты. Отсюда вы­
водится, что все гомозиготные координаты — чистые. Гетерозиготные ко­
ординаты могут быть как расщепляющимися, так и чистыми.

Гомозиготные и расщепляющиеся гетерозиготные координаты называ­
ются элементарными, чистые гетерозиготные - неэ л е ментар- 
н ы м и. Доказывается, что либо все координаты элементарны, либо все 
неэлемептарны. В первом случае получается э.г.с., во втором — обобщен­
ный кадрильный закон.

Условия неприводимости и невырожденности можно отбросить. Ответ 
усложнится, но останется обозримым. Во всяком случае он достаточно 
формально вытекает из основной теоремы.

Автор выражает благодарность Г. Р. Белицкому и А. А. Кириллову, 
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