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Рассмотрим систему дифференциальных уравнений вида

у = Y(t, х, у, е), x = eX(t,x, у, е). (1)

Пусть правые части системы (1) определены на множестве S=ZXGX 
ХА, где Je/ = [а, +°°), (х, у) G — некоторая область в пространстве 
переменных (ж1, ..., хп, у\...,ут') и ееА=[0, еД. Введем следующие 
обозначения: Y0(t, х, у) = Y(t, х, у, 0); ХЦ£, х, у) = X(t, х, у,0). Обозна­
чим через Gx проекцию области G на пространство переменных х. Ре­
шения системы (1) с начальными условиями (t0, х0, у0) обозначим через 
х = x(t, е) = x(t, te, Хо, у о, е); y = y(t, е) =y(t, t0, х0, у», е).

Если в системе (1) положить е=0, то получится система, которую 
в дальнейшем будем называть вырожденной:

у = Y0(t, х, у), х = const. (2)

Обозначим общее решение системы (2) через у = ц(t, т, g, х) (ф(т, т, 
1,х) =|).

Согласно методу усреднения, в системах, содержащих быстрые и мед­
ленные переменные (см. (1_3)), если существует предел

т+Т

Xj (х) = lim 4- ( Xj (t, х, ф (t, т, £, х)) dt, (3)
T->o© 1 J

т

то при определенных условиях решение системы (1) x = x(t,s) будет 
сколь угодно близко к решению x=x(t, е) так называемой усредненной 
системы

x=eXl(x), x(t0, &) = х0 (4)

на интервале времени t ~ 1 / е.
Вычисление предела (3), вообще говоря, затруднено из-за необходи­

мости знать общее решение системы (2). В связи с этим интересно рас­
смотреть такие системы, для которых нахождение среднего Xi(x) и про­
верка связанных с ним условий была бы проще. Цель настоящей замет­
ки заключается в рассмотрении некоторой такой системы и формулировке 
соответствующей теоремы. На этом пути нетрудно заметить также связь 
рассматриваемого метода усреднения с теоремой А. Н. Тихонова о диф­
ференциальных уравнениях, содержащих малый параметр при производ­
ных (см. ('*, 5) ) .

Предположим, что у системы (2) для всякого х еD, D cz Gx и t^I 
определено решение у — ф0 (t, х), причем существует р>0 такое, что 
множество Qp = {(t, х, у): t I, x^D. | у — ф0(t, х) | < р} лежит в IX G.

Определение. Решение y = q>o(t,x) назовем равномерно 
асимптотически устойчивым относительно м и о ж е с т- 
в a Qp, если для каждого х е D оно асимптотически устойчиво по Ля­
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пунову ii если для любого г| > 0 и любых (т, ж) е Qp найдется такое 
Т (г)), что для t > т + Т(г|)

|cp(i, т, |,х) — <р0(£, я?) | < т|.

Сделаем следующие предположения о системе (2). Пусть Yu.i.y) 
непрерывна по совокупности всех своих аргументов и непрерывно диф­
ференцируема по (ж, у). Предположим, что существует решение систе­
мы (2) y = q0(t,x), равномерно асимптотически устойчивое относитель­
но некоторого Qp, где р > О и D компактно, имеющее непрерывные и 
равномерно ограниченные частные производные дц>0 / дх при (Л х) s Z X 
X D. Пусть дУ0 / дх и dYa / ду равномерно ограничены в QP.

Если в (2) сделать замену у = z + <р0 (Z, х), то получится система

z = Z(t,x, z), х = const, (2х)

где Z(t, х, z) = Y0(t, x, z + <p0 (i, x))— Y0(t, x, cp0(£, x)). Можно показать 
справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Существует такое р0 > 0, что на множестве

QPo = {(т, ж): те Z, ж eZ), |g — cp0(i, ж) | < р0} 

существуют непрерывно дифференцируемая по всем аргументам функция 
w = w(t,x,z) и положительно определенные функции Wi(z), i = 1, 2, 3, 
такие, что a) wt(z) w(t, х, z) w2(z), б) производная, в силу системы 
(2'),

d , , . dw dw „dt [w(t,x,z}\V} - д( -Y-^-Z,

удовлетворяют неравенству

[w(t,X, Z)](2')< — w3(z)< 0.

Лемма 2. Пусть функция Xi(t, x, у) непрерывна no (x, у) равномер­
но относительно t при (t, х, у) е QPo. Если при этом равномерно по 
(т, х) существует предел

х+Т
— 11*Хг (х) = lim — \ X1(t,x,tp0(t,x))dt,

X
то равномерно для любых (т, g, х) е QPo существует предел

■Н-т
(х) = lim — \ ср (^, т, g, x))dt.

Т-*<х 1 J т
Лемма 1 позволяет сделать выводы о поведении «быстрых» перемен­

ных системы (1), а лемма 2 применить к этой системе теорему об ус­
реднении и уточнить характер поведения «быстрых» движений. Чтобы 
сформулировать соответствующее утверждение, введем область П влия­
ния решения г/ = ф0(£, х), П = {(i0, х0, у0): tot=I, x0^D, \fp(t, t0, у0, х0) — 
— <р0(£, я) | 0 при При этом, естественно, предполагается, что
если (т, х, |) еГ1. то решение у = ср (f, тД, х) определено для всех t > т. 
Будем считать, что (Zo, х0, у0) е П.

Теорема. 1) Предположим, что правые части системы (1) непре­
рывны по совокупности аргументов при (t,x, у,е)е2 и при е = 0 непре­
рывны по е равномерно относительно остальных аргументов (t,x,y). 
Предположим, что решения y = y(t, е), x=x(t,e) определены для всех 
8 е Хна интервале времени t е [Zo,Zo + К / е].

2) Пусть выполнены предположения относительно вырожденной си­
стемы решений y — q>a(t,x). Предположим, что Xt(t,x,y) ограничена 
равномерно для всех (t, х,у) е S2P.
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3) Пусть выполнены предположения леммы 2. Допустим, что ХДх) 
непрерывна при x^D.

4) Пусть решение системы х = еХДх), x(ta, е) = х0 определено для 
всех t е [i0, t0 + К / е] единственно и для указанных значений лежит 
строго внутри D.

Тогда для любого г] > О найдется Bj такое, что при всех в е [О, ej

\x(t, в) — ж (£, в) | < л,
если t е [i0, t0 + К! в], и существует момент времени t1(r])>to такой, 
что

\y(t, в) - cpo(i, х (i, в)) I < т),
если i е [ц (rj), t0 + К / в].
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