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Пусть у —замкнутая жорданова спрямляемая кривая; t = t(s) — урав­
нение кривой 7 в дуговых координатах; s(t, т) — не большая из длин дуг, 
стягивающих точки t, т е 7;

dQ = sup s (i, x), d± = sup 11 — т |;
l,-ev

s(t, т) — внутренняя метрика кривой у. Она, вообще говоря, метрически 
не эквивалентна метрике 11 — т | *.

* Т. е., вообще говоря, не выполняется неравенство

s (t, т) const I t — т|.

Через Ф<о, о] обозначим множество неубывающих функций ср (6), опре­
деленных на (0, а] таких, что ср (6)/6 невозрастающая и ср (6) 0 при
6^0.

Пусть f принадлежит — пространству непрерывных на у функций. 
Определим

со®(6) = sup /(т)|, 0<6^d0;
s(f,T)<8

со/ (6) = 6 sup 4- sup I f (/) — / (T) I =

= sup £ sup j 1, 0 < 6 sC dr.
0<£<8 I i - т I > I Г -' T I

Очевидно, со/(6) e Ф(10, dl].
A(o, a] — множество положительных, неубывающих функций с условием 

ср (6) -► 0 при б —»■ 0.
Sv — множество элементов (pi, v) е A(o, dl] X А(о, do], удовлетворяющих 

неравенствам s(t, т) ц( 11 — т|), | £ — т | > v(s(t, т)).
Введем функции 0(6) =sups(f, т), 6 е= (0, dj; a(6) = inf \t — т|, 

|i—r|<8 s(t,T)>5
6<=(0, d„].

Справедливы утверждения:

(0, a)e5T; (pi, v) g= => 0(6) p(6), a(6)>v(6);

(pi, v) e£(Ml] X£(0|il], pi(6) 0(6), v(6) sS a(6) => (p, v)

0(6) непрерывная справа, a (6) непрерывна; a(fi) = 0(6), 6 = O(0(6)); 
0(6) строго возрастающая на (0, a(d0)], равна d0 на [a(do), dj; 0(6) = 
= sup s(t, t), 6 e= (0, a(d0) ].

|H=8
Приведем связь между функциями 0 и а. Пусть /, g е= А(С, а], 

/(ж) s? g(x), если f(x) s^g(x) на некотором всюду плотном на (0, а] 
сущ сущ сущ

множестве, содержащем a; f = g f g. g f (см. (5), стр. 317).
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Пусть . 0]. Произвольную функцию f, принадлежащую 2Г(0, /(<.>,,
сущ

назовем обобщенной обратной функции f, если f(x) = {у | f(y) *£  х}. 
(Близкие конструкции см. (8), стр. 47; (9), стр. 240—241; (10), стр. 22.)

Понятие обобщенной обратной взаимное.
Пусть g^K(0,b} и /: (0, а] - (0, b], g-. (0, 6] - (0, а].

Для того чтобы f, g были обобщенными обратными, необходимо и доста­
точно, чтобы /.g’(ж) ж С/’g. (ж), х s (0, &]; gtf*(x)  < х< g f*(x),  
х (0, а]; здесь приняты обозначения: если ср е К(о, с], то ф. (z) = 
= ф (х — 0), ф*  (ж) = ф (х + 0) при х е (0, с), ф*  (с) = ф (с).

Функции р | <о.а<ао>], ос обобщенные обратные.
Для любой непрерывной справа функции ф s АД0, а] при условии б =~- 

= О(ф(б)) существует замкнутая жорданова спрямляемая кривая, име­
ющая в каждой точке касательную, для которой р(б) ~ф(б) ([}~ф^ 
= Р = О(ф), ф = О(£)).

Рассмотрим особый (сингулярный) интеграл

7 (0 = + nif (Z) = Hm $ +
У V\Te(t)

где у„(0 = {z е 7 | s(t, z) < e}, 0 < e < d0.
d,Q

Теорема 1. Если ^ («/(«©)
о

oo, mo V6 GE (0, dj]

3(8)

0 3(8)

где постоянная С зависит лишь от у, а правая часть, как функция аргу­
мента б, принадлежит Ф(о, *].

Введем оператор 
Щ8)

Zb (б, pi, V, ф) =
о

ф (V О
V© -^ +

148)

Ф (у Ю)
v2 (О dl,

где б е (0, a]; g е ^(0, о], g(a) С Ь; v <= К{0, Ь], v(&) «£ а; ф ЕЕ Ф(0,а]’>

ъ
5 (ф(*  (В)) /V (£))dg< + оо.

о

Теорему 1 нетрудно записать в терминах оператора Z:
Если (б, g, v, ф) принадлежит области определения оператора Zba и 

g, v обобщенные обратные, то Z(6) = Zba(§, g, v, ф) s Ф(о, <».
сущ сущ

Пусть pi, v обобщенные обратные и pi < pii, Vj v; тогда, если для 
некоторого бе (0, а] верно v4*gi*(6)^6  или v1’g1.(6)^6, то 
Zb“(б, pi, v, ф) «£ Z6a (б, pib vb ф).

Отсюда, в частности, следует, что значение оператора Zb“(6, pi, pi, ф), 
Zb“(6, v, v, ф) не зависит от выбора обобщенной обратной функции pi и v.

Для / е К(0,0], 2. > 0 через f>.(x) обозначим произвольную функцию 
из К{а, а], равную /(Хж) при х е (0, min {a, а / X} ].

СП
По определению f = O(g) (f слабо О(g)), если существует X > 0, что,

С Л 
по крайней мере, для одной из функций Д выполнено Д = O(g)-, f ~ g, 

сл сл
если / = O(g), g = O(f).
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с л
Отношение — рефлексивно, симметрично, транзитивно; f ~ g => 

=> f ~ g. Если / ~ g и одна из функций f или g принадлежит Ф(,о, о], то 
сл „сл

f ~ g. f ~ g => f ~ g, где f, g — произвольные обобщенные обратные соот­
ветственно / и g. Существуют /, g е а], что f ~ g и / не эквивалентна g.

Для любой функции f е А(о, 0] существует непрерывная функция g е 
s К(0, а] с непрерывной обобщенной обратной g (в этом случае необходи­
мо, чтобы g была строго возрастающая и, следовательно g = g~i), что 

СЛ ^C31v
f~g,f~g-

Оператор Zba слабо эквивалентные функции переводит в эквивалент­
ные: пусть (б, р, р, ф), (б, р, р, ф) принадлежат области определения 
оператора Zba, тогда p = t?(pi) =*Z b“(6, р, р, ф) = O(Z6“(6, рь р15 ф)) с 
постоянной в «О» отношении, не зависящей от ф и выбора обобщенных 
обратных р, pi.

Функцию р е К{а, о] назовем допустимой сверху функцией кривой у, 
если а (h, р(а) dQ и существуют постоянные с > 0, % > 0, что по край­
ней мере для одной функции рх выполняется неравенство s(i, т) < 
=CC(px)*(|t —т|) при |t — т| а. Двойственно определяется допустимая 
снизу функция кривой у.

Если р — допустимая сверху функция кривой у, то р — допустимая 
снизу функция кривой у. Верно п обратное.

сл. су ТТТ
Пусть ф, i|) е К(,о, а]; ф = О (ip) по определению, если существует 

А > 0, что, по крайней мере, для одной функции фх найдется постоянная 
сущ

С > 0, что фх (х) Cip(«).
р е К{0, а], a sS dh является допустимой сверху функцией кривой у тог- 

сл. сущ
да и только тогда, когда [J | (0, = О (р).

Теорема 2. Пусть р е ^ — допустимая сверху функция кривой 
Н(а)

у и сходится интеграл (<щ (р (с)) /р (с,)) d£; тогда
о

®7 (б) CZ^ (б, р, р, со/)(о я]),

где постоянная С > 0 не зависит от f и выбора р.
Двойственным образом формулируется теорема 2' в терминах допу­

стимой снизу функции кривой у.
Теоремы 2 и 2' равносильны и содержат в себе теорему 1.
Если s(t, т) «£ const \t — т|, то со/(6) ~ ю/(б) ~ со, (б) при 0 < б di, 

с постоянными эквивалентности, не зависящими от /, где со/(б) = 
= sup 1/(0 —/(т) |.

|t — т|<8
Следствие из теорем 2, 2' (14, “, 2). Пусть у такова, что s(t, т) < 

sj const |i — т|; если сходится интеграл С d^, то
о

0 8
при б е (0, do] и

о
где постоянная С не зависит от /.
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При сравнении теорем 1, 2 удобно утверждение: если цДб) = о(ц2(б) 
6 ->• 0, то Zb“(6, р.1, Но ф) = О (Яь“(6, р2, р2, <рЦ, б -> 0. Здесь же отметин 
что если ср,(6) = О(ф2(6)), б ->■ 0, то Zba(8, р, р, фД = O(Zb®(6, р, р, ф2) 
б - 0.

Наряду с множеством Sv рассмотрим множество 7\={(р, v) 1 
<= S-, | р (6) / б, б / v (6) не возрастает}.

Введем функции
р(6) = supg sup //’-77-, 0

9(б) = б inf |f~Tr ’ 0<6<d0.

Справедливы следующие
Утверждения:

(р, (р, v)er^?(6)Cp(6), v(6)C9(6);
(р, v) е Sy =4 (б sup (р (Е) /I), б inf (v (В) /£)) е ту,

Р<8) = 8 sup ф(£) /|); q (б) = б inf (а (£) /£).
7>8 £>8

р(б) е С(о, d,j, q(8) С(о, do]; p(6)=d0 при б е [a(d0), dj; 
р | (о, a(d0)], q взаимообратимы.

Пусть 0 < р(б) е ф(0> а], обозначим
ФН (р) = {Ф е ф(о,а] | Z,}(a) (б, р, р, ф) = о (ф (б) -ф-)}.

По схеме работ (3, 4) можно дать ряд эквивалентных определений множ, 
ства ФЯ(ц), из которых, в частности, следует, что Уде (0, \ 
б/(р(б))^ФЯ(р).

Для ф <= Ф(0, a], a через Яф обозначим множество тех f «= Cv, для к 
торых существует постоянная С > 0, что со, (б) Сф(б) при 0 < б < 
Если в Яф ввести норму

II / ||Нф = II f ||cY + sup (®/ (£) /ф (Ю),
0<£<а

то Яф превращается в банахово пространство.
Теорема 3. Если р — допустимая сверху функция кривой ц, р(б) / 

не возрастает и фефЯ(р), то оператор Sf = f действует из Н? в Н 
ф(б) = ф(б) (р(б) / б) и ограничен.

Следствие (13, 12, ’, 6, 4, *).  Пусть ц такова, что s(t, т) < const} t — т 
Ф — модуль непрерывности, удовлетворяющий условиям

= 6$-^dg = 0(9(6)).

“г-, ®
Тогда оператор Sf — f действует в = {/ е Ст| со/(б) = <9(ф(б))} 

ограничен в норме || / ||н = || / ||с + sup (со” (Е) /ф (£)).
0<i<do
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Баку
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