
Доклады Академии наук СССР 
1973. Том 209, № 4

УДК 519.21 МАТЕМАТИКА

Г. П. КАРЕВ

О СХОДИМОСТИ ФУНКЦИОНАЛОВ МАРКОВСКОЙ ЦЕПИ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 21 VI 1972)

Пусть N — множество неотрицательных целых чисел, {(Et, А} —
последовательность измеримых пространств. Для всех t,k<^N пусть 
Pt+k — переходная вероятность для пространств (Et, S() и (2?(+к, . Вве­
дем обозначения: JJ Es, 3U = (х) 5,—произведение о-алгебр при

sex s^f

s > t, Xt: Q -> Et — координатное отображение. Для любых t и xt е Et пусть 
Pt xt — вероятность на (Q, SlL>), определяемая на цилиндрических множе­
ствах П Fs (Г„ = Е, при s <t) равенствами

S

Pt,x = Ц (^г) $ P't+i (xt, dxt+i).. Д Pt'1 dxr),
L < J Fj

где lFt — характеристическая функция множества Ft, a T настолько вели­
ко, что Fs = Es при s > T.

Пусть Цо — вероятность на (Ео, §0), иР= |i0 (dxa) Р0,Хо. Последова­

тельность {Xt, t тт А’}, заданная на вероятностном пространстве (Q, St2oР), 
образует марковскую цепь (с дискретным временем). Обозначим

Но (<М P°t Фо- •)•

Если цепь {А,,} является дискретным ветвящимся процессом с матри­
цей вероятностей перехода ]|рЛ, то (см. (2), гл. 1, стр. 27) последователь­
ность нормированных случайных величин {Хп/ тп} сходится почти всюду 
к конечному пределу (т — математическое ожидание «числа потомков от 
одной частицы»). Это утверждение тесно связано с том, что в случае вет­
вящегося процесса выполняются равенства

оо

2 Pikk = mi. 
k—о

В случае однородной дискретной марковской цепи со счетным числом 
состояний Дуб (4) показал, что для сходимости почти всюду последова­
тельности {и{Хп)} достаточно потребовать, чтобы числовая последователь­
ность {м(г)} была ограничена снизу и были выполнены соотношения

00

2 Piku (А) и (i).

Блекуэлл (3) доказал, что равенство М(/|Х0 = г) = u(i) устанавлива­
ет взаимно однозначное соответствие между ограниченными инвариант­
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ными функциями / и ограниченными решениями системы

2 PikU(!<) = u(l},

причем и(Хп) -> / почти всюду.
Аналогичное утверждение справедливо в случае общих марковских 

цепей с дискретным временем (см. (*), гл. 5, стр. 241).
Перечисленные утверждения содержатся в качестве частных случаев 

в следующих теоремах.
Теорема 1. Пусть на пространствах (Et, St) заданы измеримые не­

отрицательные конечные п.в. mod щ функции gt, удовлетворяющие при 
всех t е N и почти всех оз s= Q равенствам

J Р,'+1 (Х,(оз), dxt+l) gt+1 (х(+1) = ct (Xz) (со) (gt (Xt) (оо) + et (Xz) (co)),

где измеримые функции cr и f,t, заданные на (Et, St), таковы, что неравен­
ства | Et(X,) (оз) j < оо, 0 < с,(Х() (оз) < оо выполнены почти всюду modP.

Положим

а (И) = \ Pt,4 (dw) 2 
h *- о k—1

П c(+s(Xf+s)(co)
S-—О

где е+ = max (0, е).
Пусть Н = {xi^E,: a,{xi) < °°}.
Если Цо(Л’0) — 1, то для всех t е N последовательность

2
n—0

cpz (co) = lim 
n—>oo

(а (XL f+n'

' 21 c1+s
.«=0

при п и ряд
| et+n. (^t+n) I

s=0

сходятся почти всюду modP. Кроме того, если

$t+n и
П-1 ’
П ct+s (xt+j и

8=0

ТО ф, + 1 = С/ф;.
В следующей теореме, дополняющей теорему 1, приводится несколько 

иное условие, гарантирующее в ряде случаев сходимость соответствую­
щей последовательности случайных величин.

Теорема 2. Пусть на пространствах (Et, St) заданы измеримые не­
отрицательные конечные п.в. mod щ функции gt, удовлетворяющие при 
всех t е N и почти всех оз соотношениям

$ Pui (Х\(со), dx(+1) gz+1 (»rz+1) = ct (X() (оз) (gf (Xt) (co) ez (Xt) (оз)) —
Et+1

= dt(Xt) (w)-gt (Xt) (co),
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где измеримые функции ct, щ и dt таковы, что неравенства

е((Х() (со) | < °°, 0 < cf(X;) (со) 0 < dt(Xt) (со) < °°

выполнены п.в. modP.
Положим

(а)

St (*() (со) + еГ (^) (со)

в, (Х;) (а) 

St (*() (со) — в/ (Х() (а)

li in
/—>00

St (Xt) (а)

II ds (Xs) (a)
s=0

>0со :

Тогда последовательность
П Sl + n (^;+t1)

n cl+s (Xt+s)
s=0

при n->- °° сходится на множе­

стве А почти всюду modP. Кроме того, на множестве А(\В

^■t+„) (со)стb t+nlim
П-^-оо п—1

П ct+s (Xt+S) (а)
s=0

>0

тогда и только тогда, когда а^С. Если со е В П С, то для сходимости пос­
ледовательности

g,+„r(^i+n)(c°)
п—1
П oi+s(^1+s)(co)

s=0

условие со е А является необходимым.
Следующую теорему можно рассматривать как обращение теоремы 1.
Теорема 3. Пусть на пространствах (Й, 91»') заданы измеримые 

функции ipf(co), 6((со), Ci(co) = Ct(Xt') (co), причем почти всюду mod? и 
при всех t е N выполнены соотношения

1р;+1(со) = ct(co) (тр,(со) + 6f(co)).

Положим

St (•£<) = $ pt,Xt (сМ гр, (со), ег (х() = $ Р;>Ж( (dco) 8t (со), 
о о

Будем предполагать, что | gt(X) (со) | < °°, | е( (Xt) (со) | < °°, 0<
< Ct(Xt) (со) < оо п.в. mod/3.

Тогда справедливы следующие утверждения:
1) При всех t^N почти всюду mod/3 выполняются равенства

$ PLxUcH, ^(+1) g(+i (-£f+i) — ct (Xf) (co) (g( (Xt) (o) st (Xt) (co)).
Ec+i
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2) Если 8t(b)') =6Z(X) (со) при всех t, то последовательность

+п __ VI Zj+k Мр ]
п—1 k—1
П с *=° П с11 Д + s 11 Cl+s

. s=0 s=0

при n-+ °° сходится п.в. к функции 1|?( и равномерно интегрируема относи­
тельно Pt, х((«) при почти всех со mod Р.

3) Если, кроме того, п.в. сходится ряд

2
/г=0

то последовательность
&1+п ■

п—1

=0

при n —»- °° сходится п.в. к функции

ср( (со) = lira п_х
П—ЮО т-гП c(+s (со)

s=0

причем выполнены соотношения cp(+i (со) = с((со)-фДсо).
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