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Пусть V и L — подмножества нормированного пространства X. Чебы­
шевским центром множества V относительно множества L назовем точку 
у*  е L, удовлетворяющую соотношению

sup || х — у*  || = inf sup || х — у\\. (1)

В частности, если L = X, то получается обычное определение чебышев­
ского центра С). В данной заметке рассматривается задача о существова­
нии чебышевского центра для любого ограниченного множества V, при­
надлежащего пространству непрерывных функций С(Т), заданных на 
метрическом компакте Т, относительно подпространств конечной кораз­
мерности п, п 1.

Пусть У — ограниченное множество в С(Т). Рассмотрим функции

М (t) = sup х (t), m (£) = inf x(t), t^T,

(2)
N (;) = inf sup M (t),

U (I) TEU(l)
n(t)= sup inf tE^T,

Utf) теЩ1) 

где U (t) пробегает все окрестности точки t. В (2) для случая С [а, Ь], 
а в (3) для случая С(Т) (Т — произвольный бикомпакт) было показано, 
что чебышевский центр существует для любого ограниченного множества 
У, а чебышевский радиус г множества У определяется формулой

г — г/2 шах | N (£) — п (t) |. (3)
t

Известно, что всякий линейный функционал, определенный на С(Т),
имеет вид

/(я) = \x(t)dp,(t), 
т

где р, — счетно-аддитивная регулярная мера, заданная на всех борелев- 
ских подмножествах из Т, а интеграл понимается в смысле Радона — 
Стильтьеса (4). Поэтому всякое подпространство Ln дефекта п в простран­
стве С(Т) задается системой уравнений

ж(«)йр,-(7) = 0, 7 = 1,2,..., п,
т

где pi, р.2, • • •, Цп — линейно независимые меры Радона, составляющие ба­
зис апнулятора Rn подпространства Ln в пространстве С(Т’)*,  сопряжен­
ном к С(Т’).
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В доказательствах применяется следующая характеристика подпро­
странств конечного дефекта, обладающих свойством (Е) *.

* Говорят, что подпространство L cz X обладает свойством (Е) если для любогс 
элемента з: X найдется ближайший элемент y'^L, т. е. такой, что ||х— у”1' = 
= inf IG — у\\.

DCUl

Теорема A ((s). стр. 644). Подпространство L'^-CtT) обладает 
свойством (Е) тогда и только тогда, когда:

а) для любой меры р е Rn существуют замкнутые множества Т„+ и 
Т^~ образующие разложение носителя меры р в смысле Хана (см. (4), 
стр. 144);

б) для любых мер pz, ii"eR" множество Ttl'\TV" замкнуто;
в) мера р" абсолютно непрерывна относительно о/ на множестве Т^. 
Лемма. Пусть функция u(t) полунепрерывна сверху, a r>(i) — снизу,

причем u(t) v(t) при всех t е Т.
Тогда существует множество V <^С (Г) такое, что

u(t) = minx(Q, v (t) = max x (t).
lev xsV

Доказательство непосредственно следует из теоремы Катетова ((6), 
теорема 1).

Теорема 1. Пусть гиперподпространство L1 обладает свойством Е, 
а носитель Т^ меры р, бесконечен.

Тогда существует ограниченное множество VсС(Т), не имеющее че­
бышевского центра относительно L1.

Доказательство. Так как L1 обладает свойством Е, то, согласно 
теореме А, носитель можно разбить на два замкнутых непересекаю- 
щихся множества 7Д+ и Tv~ такие, что рДе) 0, если е ■= 7Д,+ ; рДе)< О, 
если е <= TiL~. Допустим для определенности, что множество Т^+ беско­
нечно. Отделим множества Т^+ и Т,,~ непересекающимися окрестностями 
U+ => Тц,+, U~ td TVl~ и рассмотрим последовательность точек {4}”=1из 
множества 7ДД сходящуюся к некоторой точке t0. Построим семейство 
{6Д}Г=1 окрестностей точек С так, чтобы Gk П = ф при к /, Gh с U+ 
при любом к, d(Gh) -> О при к -+■ °°. Очевидно, рДбД) > 0 при всех к. По­

ложим G = (J G.lk, Г (С) = G \ G, F = T\G, Г (F) = F \ F. Тогда ком- 
/г=1

пакт Т можно представить в виде суммы трех попарно непересекающихся 
множеств Т = G U F U Г(С).

Рассмотрим функцию
( 0. !efur(G),

/<0" I—1, f=G,

и гиперплоскость
Я1 = [г (t) <=С (Т): X Д) dp! Д) = Р dp! = cj-.

т т
Обозначим через p(t) фупкцпю-мипимум для РД) ((’), стр. 136). Функ­
ции P(t) и p(t) непрерывны на множестве FUG и разрывны в каждое 
точке множества T(G). Рассмотрим множество V = {x(t) ^С(Т): 2<
< x(t) p(t) + 2}. Так как P(t) есть функция-максимум для p(i), то и? 
(2) и леммы получается, что M(t) =P(t) + 2, N(t) = P(t) +2, m(t) = 
= n(t) = —2 при любом t e T. Согласно (3), чебышевский радиус г мно­
жества V в пространстве С(Г) равен 2. Пусть R — чебышевский радиус 
множества V относительно Я1. Ясно, что R > 2. Пользуясь теоремоЕ 
П. С. Урысона (('), стр. 25), по любому е > 0 можно построить ye(t) е Я1 
удовлетворяющую неравенству ||ж — уД -С 2 + е. х V. Следовательно, Т 
равен 2.
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Допустим теперь, что есть функция г/(£) е Я1, для которой 

sup || х — у (I = R = 2.
XEV

Из определения функций p(t), P(t), множества V, а также из леммы сле­
дует, что функция y(t) > —1 в любой точке компакта Т и y(t) =0 при 
t^F. Отсюда по непрерывности получаем, что y(i) =0 при Z<sr(F), в 
частности, у (,tQ) = 0. Так как t0 — предельная точка для последователь­
ности {£гл}£=1, то > — 1 для некоторого подмножества положительной 

из G. Поэтому у (t) dp.1 (t) с, и, следовательно, множество V не 
т

чебышевского центра относительно гиперплоскости IP. В таком слу- 
не будет иметь чебышевского центра отно-

меры

имеет
чае множество V ~ х0, 
сительно гиперподпространства L1.

Теорема 2. Пусть подпространство L" в пространстве С(Т) обладает 
свойством (Е) и носитель хотя бы одной из мер, определяющих LT, бес­
конечен.

Тогда существует ограниченное множество V<^C(T), не имеющее че­
бышевского центра относительно Ln.

Доказательство. Предположим, что мера щ имеет бесконечный 
носитель. Построим так же, как и в предыдущей теореме, множество V, 
не имеющее чебышевского центра относительно гиперплоскости 
Н1 = ЕЕ С (Т): Р чи, = |, и покажем, что V не имеет

т т
центра относительно плоскости Нп = GE С (Т):

т

Так как по доказанному ydp.1^>c1, то остается показать, что чебы-
т

шевский радиус множества V относительно Нп равен 2. Зафиксируем et > 0 
и пусть е > 0 — любое число, меньшее Ej/2. Так же, как и в теореме 1, 
строим множество G и функцию yt(t) <=Н1, для которой Нж — уе\\ 2 + б, 
х е V, причем ye(t) отлична от P(t) лишь на подмножестве W из G как 
угодно малой меры. Положим

.,п.

Поскольку Ln обладает свойством Е, то согласно характеристике такого 
подпространства, приведенной в теореме А, множество G можно выбрать 
так, что меры ц2,..., ц„ будут абсолютно непрерывны относительно щ. 
Поэтому можно считать, что цДИ7) < б при любом / (6 = 6(e), б 0 при 
е-*0).  Отсюда при е0 s = шах | аДе) | 0. Согласно лемме Хелли
((4), стр. 101), существует функция 1|д(£) такая, что 

где 6(s) —0 при е0. Поэтому можно выбрать такое е, что функция 
у о ~ у о + принадлежит Нп и удовлетворяет неравенству II ж — yeli 
«£2 + 6!, т. е. R = 2.

Таким образом, множество V не имеет чебышевского цептра относи­
тельно плоскости Нп, а множество V — х0, хя е Нп, не имеет центра относи­
тельно подпространства Ln.
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Теорема 3. Если каждая из мер ц,, ц2,. • ■, Цп, определяющих под­
пространство Ln <=С(Т), имеет конечный носитель, то для всякого ограни­
ченного множества Vс:С(Т) существует чебышевский центр относительно 
подпространства Ln.

Доказательство. Пусть R — чебышевский радиус множества V от­
носительно Ln, Tv — {£?,..., i7,.} — носитель меры щ, 7 = 1, 2,... ,п. Пусть 
{em} m=i— последовательность положительных чисел, сходящаяся к нулю, 
а {т/т}^=1 — последовательность функций из Ln, для которых выполнено 
неравенство

\x(t) - ym(t)\ R +гт, x^V, t^T, m = l,2,...

Не теряя общности, можно считать, что последовательность {ym}m=i 
сходится во всех точках носителей Тщ,..., Т^.

Положим
= lim ym (tk), К/<тг, 1

m—>с©

Нетрудно показать, что
N (tl) -- /?<а£<тг(ф Д- R, 1</<?г, 1</с<^. (4)

Так как R г, то из (3) следует, что 72 (t) + R > N (t) — R, t^T. Посколь­
ку функция n(i) + R полунепрерывна снизу, a N(t) —7? —сверху, то из 
неравенства (4) и теоремы Катетова вытекает существование непрерыв­
ной функции ?/(£), удовлетворяющей условиям

N(t) — R y(t) n(t) + R, t^T, (5)

т/(^) = 4, /с = 1,2, ...,рь / = 1,2,. . . ,тг.
Легко проверить, что y(t) е Ln. Так как

n(t) '<• x(t) N(t), t^T,

то, учитывая неравенство (5), получим

Их- г/ll С R
при любом х е V. Следовательно, y(t) — чебышевский центр множества V 
относительно Ln.

Теорема 4. Чебышевский центр относительно подпространства Ln с 
с:С(7’) существует для любого ограниченного множества V <=С(Т) тогда 
и только тогда, когда, носители каждой из мер ц1? ц2,..., Цп, определяющих 
подпространство Ln, конечны.

Эта теорема вытекает из теорем 2, 3 и из очевидного факта, что если 
подпространство Ln не обладает свойством (Е), то элемент Жо^С(Т’), для 
которого в Ln нет ближайшего, как раз является тем множеством в С (Г), 
для которого в подпространстве Ln нет чебышевского центра.
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