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1°. Обозначим через © совокупность вероятностных мер на полуоси 
[0, °°). Введем на © бинарную операцию определяя меру щ ° о2, о, е ©, 
02 е ©, как линейный функционал в пространстве ограниченных непрерыв­
ных на [0, «>) функций /(^), действующий по формуле

оо
J f И(31°<32)(^) = 
ооо со 1

= П + № + 2хуЛ)р„ (?i) c/xloj. (lx) (iy), (1)
о о -i

где "
pn (X) = г {r p1 (1 - V)(-3)/2; „ > 1, _ 1 < x < 1.

Операция ° зависит от выбора числа п > 1, хотя это и не отражено в ее 
обозначении.

Операция ° была введена Дж. Кингменом (8) в связи с изучением слу­
чайного блуждания со сферической симметрией; позднее она рассматрива­
лась К. Урбаником (9) в качестве одной из реализаций аксиоматически оп­
ределенной им операции «обобщенной свертки». Очевидно, операция ° 
коммутативна; Дж. Кингмен (8) показал, что она ассоциативна и, таким 
образом, превращает множество © в коммутативную полугруппу (©, °). 
Мера е S, сосредоточенная в одной точке х = 0, является в этой полу­
группе единицей.

При целом н>2 полугруппа (©, °) допускает простое вероятностное 
истолкование. Обозначим через совокупность вероятностных мер в Ип, 
инвариантных относительно поворота вокруг начала координат. 0fn явля­
ется полугруппой относительно операции обычной свертки. Нетрудно убе­
диться, что эта полугруппа изоморфна (©, °); изоморфизм устанавливается 
сферическим проектированием меры /'= 3»иа луч [0, °°):

о(Е) = Р({х: x^R", |х|еЕ}), Е<=[0, ~). (2)

Таким образом, операцию ° при целом п 2 можно истолковать как 
сложение независимых тг-мерпых случайных векторов, распределенных 
сферически симметрично.

Недавно Н. Бингхем (4) с помощью теории «дельфийских» полугрупп 
Д. Кендалла (7), дополненной Р. Давидсоном (6), показал, что на полу­
группы К. Урбапика и, в частности на полугруппу (<©, °), переносятся тео­
ремы о факторизации, установленные А. Я. Хинчиным ((3), стр. 96, 98), 
для полугруппы вероятностных мер на прямой с операцией обычной сверт­
ки. В связи с этим возникает вопрос об описании класса /0(®, °), состоя­
щего из мер о е ©, не имеющих простых делителей в полугруппе (S, °). 
Этот вопрос аналогичен известной (3) пе решенной до сих пор проблеме 
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описания класса Zo. Однако класс Zo (®, °) удается описать довольно про­
сто; этому и посвящена настоящая работа.

Теорема. Класс 10 (S, °) состоит из распределений Рэлея

ра (£) = -р^/2) - x"'1' exp (— а2х2) dx, Офафх; = х0.
Е

Распределения Рэлея при целом п связаны с «-мерными сферически 
симметричными законами Гаусса формулой (2).

Следствие. В полугруппе %п, п Г‘2. с операцией обычной свертки 
законы Гаусса и только они не имеют простых делителей.

Здесь, конечно, представляет интерес только второе утверждение, пер­
вое содержится в теореме Крамера ((2), стр. 136).

2°. Характеристической функцией (х.ф.) меры ае $ будем называть 
функцию

оо

Ф(7;з) = ^' (to) о (dx), 0 <( оо, (3)

где
Q„ (z) = Г (« / 2) (2 / z) <'!~2>/7(эт_2)/2 (z) ,

а /а — функция Бесселя порядка а.
Как показал Дж. Кингмен (8), из Ф (£; о4) = Ф(7; о2) следует си = о2, 

а равенство о=о1°о! равносильно равенству Ф(Д; о) = Ф(Р, сн)Ф(1; о2). 
Меру о е © будем называть безгранично делимой (б.д.), если для любого 
m = 2, 3, . . . она представляется в виде о = от"'° = о ° о„ (пг раз), где
о„ е <©. Дж. Кингмен (8) установил, что общий вид х.ф.б.д. меры о = © 
дается формулой

оо

Ф (С з) = exp (Q„ (to) — 1) 1 + Ga (dx)} , (4)
О

где Gc — вполне конечная мера на [0, °°). Мера Ga в представлении (4) 
единственна; отсюда следует (ср. (3), стр. 104), что если х.ф. некоторой 
меры о е= © представляется в форме (4), где Ga — заряд, принимающий и 
отрицательные значения, то о не является б.д. мерой. Распределения Рэ­
лея являются б.д., для них мера GB сосредоточена в точке х = 0.

3°. Чтобы доказать нашу теорему, нужно сначала установить, что ра е 
е КД®, о). Пусть р0 = сц ° о2, где щ, о2 е ©. Тогда Ф(1; ра) = Ф (t; оД • 
•Ф(7; о2). Поскольку Ф(Д рД = ехр(—Z2/ (4а2)), а функция ФД; оД явля­
ются, как легко проверить, в обычном смысле характеристическими для 
некоторых вероятностных мер на прямой, то, пользуясь теоремой Крамера 
((2), стр. 136), заключаем, что Ф(£; оД = ехр(Г / (4а2)), 0 < а-"Г / = 
= 1,2.

4°. В основе доказательства того, что класс /0(©, °) исчерпывается ме­
рами р„, лежат идеи работы Крамера (Д. Прежде чем излагать его, заме­
тим, что для зарядов так же, как для мер, можно равенством (1) опреде­
лить операцию °, а равенством (3) ввести х.ф. При этом будет иметь место 
однозначность соответствия между зарядами и х.ф., а также соотношение 
Ф(Ч 01° о2) =Ф(Ч О1)Ф(Ч о,).

Пусть о е /0(©, °), тогда, по теореме Н. Бингхема (4), мера о является 
б.д. п, следовательно, ее х.ф. представима в виде (4). Предположим, что о 
не является распределением Рэлея, тогда соответствующая мера Ga не со­
средоточена в точке х = 0. Не уменьшая общности (ср. (Д), можно счи­
тать, что х.ф. Ф(Д о) имеет вид

оо

Ф (ч Д е : р (Qn (to) - 1) Н (dx)} , 
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где Н Ф 0 — вполне конечная мера, носитель которой содержится в отрез­
ке [1, 1 + ц], ц = ‘/ю. Покажем, что мера о имеет в полугруппе (®, ®) де­
литель, не являющийся б.д. мерой; тогда в силу теоремы Н. Бингхема (4), 
о имеет и простой делитель.

Обозначив через % сужение лебеговой меры на отрезок [а, 6], а = 1/5, 
b = 3/10, и рассмотрим функцию

оо

Фе (t) = exp К (Qn (to) — 1) (Я — ex)ldx')} , e >

Легко видеть, что ФЕ(<) =Ф(£; щ), где сц — заряд, определяемый ра­
венством

Ое = е~с |х0 + 2 № — ех)4 , с = (Я — е%) ([0, оо)). (5)
4 fe=i J

Достаточно показать (ср. (5)), что при достаточно малом е > 0 заряд 
ое является мерой. Для этого понадобится следующая лемма.

5°. Л е м м а. При достаточно малом е > 0 заряды

~ех+1/2(Я-ех)20, (Я-ех)30 (6)
являются мерами.

Доказательство. В силу формулы Гегенбауэра ((*), стр. 52), при 
Xi > 0, х2 > 0 справедливо отношение •

оо

Qn (tox) Qn (to2) = j Qn (to3) К (x^ x2, xs) х3~Чх3, (7)
0

где К — функция, которая в области Q = {2 max ж,- < xt + х2 + xs, min х, >

> 0} дается равенством

Х2)2] [(Х1 + х2)2-Х^}<П-3)/2

(»1 Ж2Жз)"“2

а вне указанной области равна нулю. Нетрудно убедиться, что К — неотри­
цательная симметрическая функция от ж1; х2, ж3 и в области {1 < ж, <1 + щ 
1 < ж2 < 1 + т], 2т| < х3 < 2 — 2ц} ограничена снизу некоторой положитель­
ной постоянной В3. Полагая в (7) t = 0, получаем равенство

j К (жх, ж2, ж3) ж3 хйж3 = 1. (8)
о

В силу (7) имеем
ОО ОС

Ф (*; Я°Я) = J J Qn (^i) (^2) Н (dxj Я (dxj =
о о

К (хихг, ж3) H(dx^ Я (с/ж2) г ж3_1йж3.= J fin(to3)KJ

Отсюда видно, что мера Я » Я имеет плотность

Pi (ж) = ж"'1 К (ж1т ж2, ж) Я (dxj Я (йж2).
о о

Поскольку Я([1, 1 + ц]) > 0, имеем рДж) (2ц)"_151{Я([1, 1 + 
+ Л])}2 = при 2т] :С ж 2 — 2ц (В2 = const > 0).
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Аналогичным образом показываем, что мера Н ° % имеет плотность
оо оо

р2 (ж) = хп 1 К (ж15 х2, х) Н {dx±) % (cto2).
О о

Так как К = 0 вне области Q. то р2(х) = 0 при х Ф [1 — &, 1 + & + ц]. Учи­
тывая симметрию ядра К и соотношение (8), заключаем, что р2{х} ^В3< 
< 00 при же [ 1 — b, 1 + Ъ + ц ] (Я3 = const < °°).

Обозначая через р3(ж) функцию, равную нулю вне отрезка [а, &] 
и равную единице на нем, имеем (Я ° Н — 2еЯ ° % — 2е%) (dx) = (jh(x) — 
— 2ер3(ж) — 2ер3 (ж) )dx. Будем считать, что 0 < е < В2 (2В3 + 2)“‘. Так 
как отрезок [2ц, 2 — 2ц] покрывает отрезки [а, &] и [1 — Ъ, 1 + Ъ + ц], то 
при всех х 0 выполняется щ(ж) — 2ер2(ж) — 2ер3(ж) > 0. Отсюда легко 
следует, что первый из зарядов (6) является мерой.

Чтобы рассмотреть второй из зарядов (6), пользуемся вытекающим из 
(7) соотношением (х, > 0, х2 > 0, ж3 > 0)

оо

Qn (tx^ Qrt (to2) Qn (to3) = Qn (to4) L (жх, x2, x3, ж4) x^dx.,
(J

где функция L симметрическая от xly ж2, ж3, ж4 и равна нулю вне области 
В = {2 max х, < х, + х-. + х3 + ж4}. Кроме того, в области {1 < ж3 < 1 + ц,

1 < х2 < 1 + ц, 1 < ж3 < 1 + ц, 0 < ж4 < 3 — Зц} она ограничена снизу не­
которой положительной постоянной.

6°. Завершим доказательство теоремы. Рассмотрим заряды (Я —ex'1"), 
к = 2, 3,... В силу леммы можно выбрать е > 0 таким, чтобы при к = 2 
и 3 эти заряды были мерами. Так как любое к > 3 можно представить 
в виде к = 2р + 3</, где р и q целые неотрицательные, то эти заряды будут 
мерами и при к > 3. Используя (5), заключаем, что и заряд оЕ будет ме­
рой при достаточно малом е > 0, что и требовалось доказать.

7°. Замечай и е. Дж. Кингмен в работе (8), стр. 34, поставил вопрос, 
справедлива ли для полугруппы (<S, °) теорема, аналогичная известной 
теореме Д. А. Райкова (3), стр. 119, о разложениях закона Пуассона, если 
считать аналогом закона Пуассона для (S, °) меру па с х.ф. вида

Ф(£; щ,) =exp{a(Q„(£) — 1)}, а > 0.
Другими словами, имеет ли мера па делители, кроме делителей вида Л& 
с 0^ 6^ й? Из доказанной нами теоремы следует, что мера л, имеет про­
стые делители. Эти делители не могут совпадать с щ, поскольку Ль — б.д. 
мера. Таким образом, аналог теоремы Д. А. Райкова для полугруппы 
(<©, °) не имеет места.

Автор выражает признательность В. С. Азарину за внимание к работе.
С чувством глубокой благодарности автор отмечает помощь Ю. В. Лин­

ника, оказанную при выборе темы.
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