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Все рассматриваемые пространства считаются хаусдорфовыми, все ото­
бражения — непрерывными, для вполне регулярного X считаем dimX = 
= dim [ЗХ.

1. Справедлива следующая
Теорема 1*.  Если произведение XX У совершенного паракомпак­

та ** X на слабо паракомпактное пространство Y нормально и счетно пара­
компактно, то имеет место неравенство

* Близкий результат одновременно получен В. В. Филипповым (и).
** Совершенный паракомпакт — это паракомпакт, обладающий совершенным ото­

бражением на метрическое пространство. Таким образом, совершенный параком­
пакт — это то же самое, что паракомпактное М- (или р~) пространство.

dim X X У =£ dim X + dim У. (1)

Из сформулированной теоремы вытекает отвечающее на вопрос 
Дж. Нагата (*, 2)

К
Следствие 1. .Для произведения X = Д Х; совершенных (например?

г=1
полных по Чеху) паракомпактов Xi справедливо неравенство

k
dimX< 2dimXi- (2>

1=1

Из следствия 1 вытекает
Следствие 2. Если для вполне регулярных М-пространств X и У 

имеет место равенство it (XX У) = рХ X рУ (см. (3)), то неравенство (1) 
выполнено.

Из теоремы 1 вытекает также результат К. Морита (4) о выполнении 
неравенства (1) для произведения локально бикомпактного паракомпакта 
на паракомпакт.

Доказательство теоремы 1 опирается па следующее обобщепие извест­
ного ранее результата об re-мерности предела обратного спектра из re-мер­
ных бикомпактов (5, 6).

Теорема 2. Пусть дан обратный спектр S — {Ха, За^}, а е И, с со­
вершенными проекциями </. Если его элементы Ха являются слабо па- 
ракомпактными нормальными пространствами размерности dim Ха ге, 
а е 31, а предел X спектра S нормален, то (он слабо паракомпактен и) 
dim X X ге.

Следствие 3. Если все проекции 3 спектра S = {Ха, 3</}, а е 31,. 
совершенны, а все его элементы Ха паракомпактны, то предел X спектра S 
является паракомпактом размерности

dim X sup dim Ха.
а
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В доказательстве теоремы 2 используются следующие две леммы.
Лемма 1. Пусть дан обратный спектр S = {Ха, й</}, а е 91, из слабо 

паракомпактных пространств Ха с совершенными проекциями тогда 
для любого открытого покрытия со предела X спектра S существует такое 
множество 9f s 91 и такие открытые в Ха множества Оа, а е 917, что систе­
ма v = {Fa = йа~'Оа}, а е 9Г, образует точечно конечное и вписанное в со 
покрытие предела X.

Если еще все пространства Ха паракомпактны, то можно считать по­
крытие v локально конечным и, кроме того, можно утверждать существо­
вание таких замкнутых в Ха множеств Фа s Оа, а е 9I7, что система X = 
= {Fa = <Эа~‘Фа}, а е 917, образует покрытие предела X.

Лемма 2. Пусть дан обратный спектр S — {Ха, а е 91, с совер­
шенными проекциями ?дД. Пусть еще выполнено условие-.

а) существует такое множество 9Г ^91 а такие открытые в Ха множест­
ва О.,, а е 91', что система v = {Va = 'Ча~'0а}, а е 9Г, образует точечно ко­
нечное покрытие предела X спектра S.

Тогда существует такое ха.усдорфово пространство Y, такое совершен­
ное отображение f: X -> Y и такое открытое точечно конечное покрытие 
1] = {£/«}, а е 9Г, пространства Y, что

f~'Ua = Va, (3)

для каждого конечного набора , а3 различных индексов из 917 можно
так определить индекс а = а (а1;..., ccs), что

а(а1) = с:1, а (4)

если {а/} s {а,}, j = 1,..., г, t = 1,..., s.
Для каждого а = а(<Х1,..., а,) определено такое совершенное отобра­

жение

ga.i...a.s : (t^aj...as — П U п
i=l 1

что на множестве Va,... as = За ‘0а1... as имеет место соотношение

®a(ai ... as) gai ... as' / (5)

и на множестве Ва,... as = Uai...... \ U £/а,- ... ав- отображение ga,... as являет- 
li>s

ся гомеоморфизмом.
Аналогично теореме 2 (но легче) доказывается
Теорема 3. Если предел X счетного обратного спектра S = 

= {Хп, йпж}, п = 1, 2,..., из нормальных пространств Хп размерности 
dimX„ г с совершенными проекциями S>nm является нормальным и счет­
но паракомпактным, то dim X < г.

Помимо теоремы 2, в доказательстве теоремы 1 используется
Предложение 1. Если произведение XX У совершенного параком­

пакта X на слабо паракомпактное (соответственно паракомпактное) про­
странство Y нормально и счетно паракомпактно, то произведение X X Y 
слабо паракомпактно (соответственно паракомпактно).

В случае метризуемого X и паракомпактного У предложение 1 установ­
лено К. Морпта С).

2. Произведение XX У будем называть Г-произведеппем, если 
для .любого конечного открытого нормального покрытия * со произведения 
X X У существует такое о-локально конечное и вписанное в со покрытие

* Открытое покрытие называется нормальным, если оно функционально сжимае­
мо до замкнутого покрытия. (В нормальных пространствах все конечные открытые 
покрытия нормальны.)
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v — {Va X t/a}, a e §[, этого произведения, что для каждого а на X и Y су­
ществуют функции fa и ga соответственно, отличные от нуля в точках мно­
жеств Va И Ua и только В них.

В случае нормальных X и У понятие /'’'-произведения совпадает с по­
нятием F-произведения в смысле Нагата (8).

Теорема 4. Для F'-произведения X X У вполне регулярных прост­
ранств X uY имеет место неравенство (1).

Предложение 2. Если произведение XX У метрического простран­
ства X на пространство У нормально и счетно паракомпактно, то XXY 
есть F-произведение.

Из теоремы 4 и предложения 2 вытекает результат Кодама (9) о вы­
полнении неравенства (1) в условиях предложения 2.

Из теоремы 4 вытекает также следствие 1. Кроме того, имеет место
Теорема 5. Для произведения X X У паракомпактного ^-пространст­

ва X (в смысле К. Нагами (10)) и паракомпактного P-пространства У спра­
ведливо неравенство (1). Если в X и Y выполнена теорема суммы для 
Ind, то

Ind X X У «£ Ind X + Ind У. (6)

Примечание при корректуре. Пусть отображения р: X R и q: Y ->■ S 
совершенны, пространства R метрпзуемо, пространство У нормально и про­
изведение R X 5 нормально и счетно паракомпактно; Тогда X X У есть 
^'-произведение и имеем неравенство (1). Если р — гомеоморфизм, то нор­
мальность У несущественна. Если X полно по Чеху, то несущественна счет­
ная паракомпактность R X S.

В условиях предложения 2 выполняется формула (6), если в У для Ind 
имеет место теорема суммы.

Московский физико-технический институт Поступило
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