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1. Пусть (Й, 91, р) — вероятностное пространство с о-алгеброй 91 и ве­
роятностной мерой р. Рассмотрим случайный процесс x(t, со), t [0, Т}, 
о) t= й, с конечной дисперсией и постоянным математическим ожиданием 
тп. Как известно (см. (*)), множеством 71/(0, Т) всех несмещенных ли­
нейных оценок математического ожидания m называется замыкание ли- 

п п
нейного многообразия L(0, Т) = {и = 2 (С) В <= [0, 71], = О

v=l ->=1
в метрике пространства Ь2(й, 91, р); при этом наилучшей линейной оцен­
кой считается элемент множества .#(0, Т) с минимальной дисперсией.

Приведенное выше определение понятия оценки неизвестного пара­
метра тп не совпадает с классическим определением оценки, поскольку 
в математической статистике под оценками понимаются функции, опре­
деленные па выборочном пространстве, а не па основном вероятностном 
пространстве й. Тем не менее, как показывает следующее очевидное ут­
верждение, понятие наилучшей линейной оценки оказывается эквива­
лентным классическому понятию оценки.

Лемма 1. Пусть й' — множество всех действительных функций, 
определенных на отрезке [0, Т], и jx: Й -> й' — стандартное отображение 
вероятностного пространства й в й': 7'ж(<л>) = xa(t), где х.Дй) — реализа­
ция случайного процесса x(t) и 91' — о-алгебра, порожденная цилиндри­
ческими множествами линейного пространства й7. Для наилучшей ли­
нейной оценки т*(со) существует единственный измеримый относитель­
но 91' линейный функционал /(к/), со' е Й', не зависящий от неизвестно­
го параметра тп, такой, что коммутативна следующая диаграмма'.

где — множество действительных чисел.
Определение. Пусть Т) — произвольное банахово про­

странство, элементами которого являются действительные функции, 
определенные на отрезке [0, 71]. Наилучшая линейная оценка т‘(со) не­
известного математического ожидания m называется наблюдаемой 
оценкой класса В', если выполнены следующие условия:

1) почти для всех элементарных исходов оеО траектории хДД) е 
ей;

2) сужение измеримого линейного функционала /, о котором шла речь 
в лемме 1, на пространство В принадлежит сопряженному пространст­
ву В'.

Вопрос о том, будет ли оценка иг* (со) наблюдаемой класса В', пред­
ставляет интерес для приложений. В самом деле, при решении задач ста-
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диетической обработки результатов измерений имеют дело не с истинной 
траекторией а с некоторым ее. приближением — функцией хшД).
Если известно, что тп*(к>) есть наблюдаемая оценка класса В', то из ус­
ловия —- .ги (/) !|В < е вытекает, что

1ЛМ0 ] - /[хш(/) ] | < П/Ив'б.
Напомним, что банахово пространство Е называется плотно вложен­

ным в В, если Е В, Е плотно в В и

' ||х||,;=С
(см. (2)).

Лемма 2. Пусть хД) — стационарный случайный процесс, наблюдае­
мый на отрезке времени [0, Z1] с непрерывной корреляционной функ­
цией гД). Пусть почти при всех со хшД) еБ(0, Т), С(0, Т) плотно вло­
жено в 5(0, 71) и Мс — замыкание по норме 5(0, Т) линейного много­
образия, порожденного семейством функций ДД) = r(t — s') — С, s 
е [О, Т\. Для того чтобы оценка т*(ы) была наблюдаемой класса В', не­
обходимо и достаточно, чтобы существовала такая константа С, что Мс 
не содержит функцию еД) = 1.

Замечание 1. Легко видеть, что константа С, которая участвует 
в формулировке леммы 2, является дисперсией наплучшен линейной 
оценки т*(со). Из леммы 2 немедленно вытекает следующее утвержде­
ние: если хД) — случайный процесс с непрерывной периодической кор­
реляционной функцией с периодом Т, то в интервале наблюдения [0, Т} 
ср е д н е е ар и ф м е т и ч е с к о е

т
z (со) = х (2) dt

и

является наблюдаемой оценкой класса LP при любом р > 1; при этом

Р[т(о)]
о

В качестве примеров можно рассмотреть корреляционные функции 
г Д') = cos21, Т = л, периодические продолжения выпуклых на отрезке 
[О, Т / 2] корреляционных функций, обращающихся в нуль вне отрезка 
[-Т/2, Т/2] и г(Т / 2) = г(—Т/2) =0 (см. (5)).

Однако можно показать, что стационарные случайные процессы хД), 
обладающие почти всюду положительной спектральной плотностью /(л) 
и корреляционной функцией гД) еС‘(0, Т), обладают паилучшей линей­
ной оценкой, которая не является наблюдаемой оценкой класса Е>.

Теорема 1. Пусть хД), te [0, Т],— стационарный случайный про­
цесс с корреляционной функцией гД). Если гД) — дважды дифференци­
руема в интервале [0, Т\, причем /(+0) =£ 0, а г" Д) есть либо ограни­
ченная кусочно-непрерывная функция с конечным числом разрывов, 
либо функция ограниченной вариации, то наилучшая линейная оценка 
т*Дд) неизвестного математического ожидания хД} представима в фор­
ме интеграла Стилътьеса

т
т* = х (/) dg (t),

о
где g(t) — функция ограниченной вариации.

Замечание 2. Теорема 1 является дополнением к известному ре­
зультату Я. Гаека о линейных оценках математического ожидания слу­
чайных процессов с выпуклыми корреляционными функциями (см. (3)). 
Используя результаты, изложенные в книге (4), и теорему 1, можно по­

38



лучить достаточные условия того, что оценка лг’(ю) является наблюдае­
мой класса [С(О, У)]'.

2. Перейдем теперь к изучению дисперсии наилучшеп линейной оцен­
ки неизвестного математического ожидания.

Из результатов работы (3) вытекает
Теорема 2. Пусть x^t) и x2(t) — стационарные случайные процес­

сы, наблюдаемые в интервале [О, Т} с выпуклыми корреляционными 
функциями r,(i) и r2(t) соответственно. Пусть — наилучшая ли­
нейная оценка .математического ожидания Xj{t}, i = 1, 2, в интервале 
[О, Т]. Если i\(t) С r.(i) при всех [О, Т], то

D (/щ) тС D (гщ).

С помощью теоремы 2 можно получить оценки для дисперсии D(m*) 
паилучшей линейной оценки m в случае процессов с выпуклой корреля­
ционной функцией r(t). Если р(£) — выпуклая ломаная на отрезке [О, Т] 
с вершинами в точках О, Т, то указанная дисперсия D для слу­
чайного процесса с корреляционной функцией p(t) имеет вид

D = (1 4- о (Т)) (1 + р (УзГ)) - (Р (УзГ) - Р е/зГ)Р
4 — 4р р/3Г) 4- 2р (Г) —2э р/з/')

Полагая р(‘/з(У) = г (‘/31Т), г = О, 1, 2, 3, мы получаем оценку сверху 
для ибо D(m*) D\ если же p(i) построена так, что r(t) >

р(£) v/ee [О, Т], то D(m') - D. Отметим в заключение, что на осно­
вании этих идей можно доказать неравенство

D (т*) (I - '■ (Г))3
1 - г (Т) г Т I г' (0) Г(У)=С’(П

так как С (У) А' 1 / (1 + У|/(0) |) = С1(У), то оценка С (У) более точная, 
чем оценка снизу С,(У), полученная Я. Гаеком в (').
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