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1. Рассмотрим обтекание конечного тела В <= R3 потоком вязкой не­
сжимаемой жидкости. В силу постоянства плотности течение описывается 
вектором скорости и и давлением р, которые удовлетворяют системе урав­
нений Навье — Стокса

1
u-Vii- у- grad р —= — Ди, (1)

div и = 0

п граничным условиям па теле

и I дГ< — ^0

и в бесконечно удаленной точке
11т и (х) — и.х.

(2)

(3)

Систему координат всегда можно выбрать так, чтобы и„ = (1, 0, 0): 
в соответствии с (1) в качестве единицы длины взят диаметр области В

Если выполнено условие
\ uQ-nda — 0, (4)

ан
где п — нормаль к дБ, a do —лебегова мера па дВ. то доказано существо­
вание решения задачи обтекания, для которого конечен интеграл Дирихле

| Vu |2da: х . G — В3 \ В.
G

Первоначально теорема существования решения получена Лерэ (*,2). 
причем он показал, что условие (2) выполняется, а условие (3) выполнено 
лишь в следующем обобщенном смысле:

(5)

Иные варианты доказательства даны рядом авторов С’-5). О. А. Лады­
женская (3) ввела обобщенные решения уравнений Навье — Стокса и, 
пользуясь методами функционального анализа, получила теорему сущест­
вования; выполнимость (3) ею не доказана. Позже Финн (6) показал, что 
для произвольного решения (и, р) системы (1), для которого выполнено 
(5), существует вектор и такой, что limu(;r) = и. Отсюда немедленно 

Ш -
вытекает выполнимость условия (3) в теореме Лерэ. Независимо Фаддеев 
(3) установил выполнимость (3) для класса обобщенных решений Лады­
женской.

Поведение решения вдали от тела представляет существенный интерес. 
Известно, что реальное течение сзади тела при больших расстояниях от 
тела таково, что скорость u(z) заметно отличается от своего предельного 
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значения в. лишь в сравнительно узкой области вокруг оси xt. Это так 
называемая область следа. В область следа попадают частицы, проходя­
щие в непосредственной близости от тела, и поэтому течение внутри следа 
существенно вихревое. Вне следа течение практичски потенциальное.

Без строгого доказательства асимптотика течения внутри следа опре­
делена в монографии (7). Рассмотрим систему Озеепа, отвечающую нашей 
задаче обтекания:

Ду—2Х-||---- 2>vgrad/) = 0, (6)

div v = 0;

в этих уравнениях 2Х = Re.
Как известно, фундаментальная матрица Н(х — у) = (Я,Дх—у)) си­

стемы (6) и соответствующее «давление» {qt(x — у)} определяются соот­
ношениями

2М, У - !/) = ^ • .,/=1,2,3.

(7) 
где

>.s

Ф = Ф (.S') = — (1 — с Д , з \х — у | — а?! + У1.
о

В (7) приводится формула, по существу эквивалентная соотношению

и + II (х) -F, (8)

где F — вектор силы, с которой поток действует на тело. Однако до послед­
него времени получить обоснование формулы (8) или даже как-то уточ­
нить соотношение (3) не удавалось. Финн в работе (8), постулируя соот­
ношение

и(х) — их = О(|г|_а), а > V2, (9)

вывел строго формулу (8) и дал оценку остаточного члена. Впоследствии 
появилось довольно много работ, в которых исследуются решения, подчи­
ненные условию (9). Фини показал, что при малых Re существуют такие 
решения задачи обтекания. В. В. Пухпачев (9) установил, что в случае 
осесимметричных течений условие (9) можно заменить более слабым одно­
сторонним неравенством, с тем чтобы оставалась асимптотическая форму­
ла (9).

Актор (10), исследуя плоские течения, установил, что из условия (9) с 
а > ‘Л вытекает экспоненциальное убывание вихря вне следа. Метод до­
казательства не зависит от числа измерений и несколько позже автор и 
М. М. Васильев (”) этим методом получили такой же результат для вихря 
в пространственном случае и существенно уточнили формулу (8). Сходные 
результаты для вихря в общем случае получены Д. Кларком (*2) и для 
осесимметричного обтекания Пухначевым.

2. Ниже мы наметим ход доказательства теоремы, согласно которой для 
любого решения задачи обтекания с конечным интегралом Дирихле выпол­
няется соотношение (9).

Введем следующее обозначение:

где D — некоторая область в R\ Если D = R3 или D = G, будем писать 
просто | <р |В доказательстве существенны следующие предположения.
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oo UПредположение 1. Пусть <р е Н2', ср (х) -*■ 0 при [ х |
| | г < °°, где 1 < г < 2. Тогда

| ср | Зг < В (| <рЖ11 г | <Рх2121 <Р« | г) ',‘- 
Предположение 2. Оператор

hklm (ф) = йЬ Ны ф ЛУ

№
при пъ — 1 является оператором из LT в Lr и

|/&Л(1(ф) |г <А|ф|г, 1 < г < 00.

Если тп = 2, 3, то hu™ (ср) оператор из LT в Еа, 1/о = 1/г — 1/4, причем

|^лгт(ф) Ь < 5га|ф|г, 1<Г<4.
Это предложение легко вытекает из известных факторов о мультипли­

каторах интегралов Фурье.
Положим и = и — и„ и пусть / — вектор с компонентами

3 дт-

fj = 2Х vk, 7 = 1, 2, 3.
k=i k

Финн показал, что решение с конечным интегралом Дирихле представ­
ляется с помощью формулы Грина

v (х) = н (х — у) f (у) dy + J0(y), (10)
G

где Jo (ж) определяется некоторым интегралом по дВ. Нетрудно показать, 
что J0(x) е Lr (G) Vr>2 и что ^Л(ж) s Lr Vr > 1. Используя пред­

ставление (10) и предыдущие предложения, сравнительно несложно пока­
зать, что имеет место

Предложение 3. Если (и, р) — решение задачи обтекания с конеч­
ным интегралом, Дирихле и v = и — их, то

| V | 4 < °°.

В дальнейшем предложение 3 играет существенную роль. 
Проинтегрируем по частям в интеграле (10). Тогда

з
v (х) = — 2х з из (у) v(y)dy + л (А, (и;

G 7=1 '

где Ji (х) — интеграл, аналогичный Л (ж) • Используя это представление и 
предложение 2, легко доказать

Предложение 4. Если существует г<, такое, что гл < 4 и | v | го < °°: 
то | о | г < oo Vr > 2.

Положим ср(£) =шах |р(ж) |, £ > 1. Простым следствием предыдущей 
|х|»^

предложения является
Предложение 5. При л -> 1 имеет место неравенство

ф(Ю ®2И[<р?(т|) + (g - р)-₽ + g-1],

где р сколь угодно мало отличается от 3/2.
Отсюда вытекает
Предложение 6. Существует V такое, что при £ > V

<p(g) < (S/g)^.

Таким образом, все свелось к доказательству того, что | и | Го < °° для 
некоторого Го < 4.
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Введем усеченное фундаментальное решение системы (6) следующими 
соотношениями:

<-«.2.3.
где в (у) = в(уз, уз). В последующем выберем {|=0;;еС“ так, чтобы 
0 = 1 при у/ + уз2 N и 9^0 при г/a2 + Уз2 22V. Пусть D = Dx = 
= {у: | z/i | < N, уз2 + Уз2 2N} \ В. Применяя матрицу Й(х, у), выведем 
аналог формулы Грина для области D. В результате получим интегральное 
представление, подобное (10). Используя это представление и предложе­
ния 2, 3, удается показать, что для некоторой последовательности {Л\}, 

t °°,

если г < 4 и 4 — г достаточно мало.
Тем самым доказательство соотношения (9) закончено.
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