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Рассмотрим схему последовательности независимых испытаний A (х) с 
п исходами At, . . . , Ап, Р(А(у) = At) = р, > 0, 1 i С п, х = 1, 2,. ..
Пусть тщ(х)—число г-х исходов в первых х испытаниях, a Ад(х) = 
= min (m;(v), fe,), где b, ■ — заданные целые неотрицательные числа. (Пред­
положим, что исход, скажем г-й, х-го испытания регистрируется в случае, 
если общее число г-х исходов в первых х испытаниях не превзошло Ь,. 
Тогда A;(v) — общее число зарегистрированных г-х исходов в этих испыта­
ниях.) Определим случайный момент х* обрыва последовательности испы­
таний как помер испытания, при котором впервые общее число зарегист­
рированных исходов становится равным N, где N > 0 и фиксировано, т. е.

п
v'= min (x|||A-(v)|| = А), Ar(v) = (^(v),..., Arn(v)), (||/с|| = 3 • (Есте­

ственно, что N =< 3 bi.)

Эту схему можно содержательно истолковать как процесс последова­
тельного дележа мест между N претендентами в п физически сопостави­
мых состояниях с ограниченными емкостями bh..., При этом отноше­
ние каждого претендента к выбору состояния характеризуется вектором 
априорного вероятностного предпочтения р = (ph ..., рп), и очередной 
претендент «генерирует» в соответствии с распределением (ръ ..., рп) 
последовательность независимых выборов до тех пор, пока не «наткнется» 
на состояние, не исчерпанное полностью его предшественниками.

Пусть b jN С; при А? ->■ +°°, i = 1,..., п. Нас интересуют асимптоти­
ческие по .V свойства случайной последовательности {к (у)}, 1 С х х*.

Введем в рассмотрение следующую задачу А: максимизировать 
р. п

И (z) “= 2 cJ r|—при ограничениях 0 < zf < сг, 2 = 1-

Поскольку H(z) (взвешенная энтропия) — строго выпуклая непрерыв­
ная функция, то задача А имеет и притом единственное решение z = 
= (fi, ...,?„). Используя основную теорему нелинейного программирова­
ния (теорему Куна — Танкера), ограничениям zi^c,, 1 < i с, п, можно 
сопоставить вектор о = (од,..., й„) двойственных оценок таких, что 
0<щ<+<» при с, > 0, б, = +°° при с; = 0 и z максимизирует функцию

п п

Лагранжа L(z) = II(z) +’2 Gi^c' — ПРП ограничениях 2 = 1, zf>0.

При этом z и о связаны условием дополняющей нежесткости: если z,- < с,-, 
то о, = 0, 1 г п. Оказывается, что оценка щ монотонно зависит от с,- / р„ 
точнее, неравенство cfl / р^ / р,2 эквивалентно неравенству й.;2
при условии max (сцщ,,) > 0.
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Свяжем случайные величины vt с последовательностью {X(v)}- 
1 -й "v V*:

min {v | ki (у) = bi], если kt (у*) =
v*, если ki (v*) <( bi

(если Vi < v*, to Vi — номер испытания, когда регистрируется последний 
г-й исход, или, пользуясь языком схемы дележа, когда впервые исчерпы­
вается емкость г-го состояния).

Теорема. 1) Для любого е>0

lim Р j max — Zi
*4“°° N

2) Если oy > ст,-, для некоторой пары индексов 1 г\, i2 п, то

lim P{v{1<X} = 1.
N->-1-00

Нестрого говоря, теорема утверждает, что при больших N доли запол­
нения (Jci(v‘) / N, ..., fc„(v‘) / N) «почти» максимизируют взвешенную 
энтропию Н(z) при ограничениях на емкости состояний и для «почти» всех 
реализаций последовательности дележа {A(v), l^v'C-v*, емкости состоя­
ний исчерпываются в порядке убывания двойственных оценок й,-_ (т. е. 
в порядке возрастания отношения с;/ р;). Заметим, что при Ъг = +<^ 
утверждение теоремы превращается в обычный закон больших чисел для 
схемы последовательности независимых испытаний, так как z = р при 
с — +°°.

Изложенное выше позволяет считать значение взвешенной энтропии 
Я(г) оценкой качества распределения (z,, ... , z„), степени его близости к 
«идеальному» распределению (рь ..., рп). В таком случае двойственные 
оценки вг становятся оценками дефицитности мест в различных состоя­
ниях, учитывающих как их априорную популярность, определяемую рас­
пределением (jy, ..., рп), так и их ограниченную емкость. Последнее де-
ляет интуитивно понятным второе утверждение теоремы.

Примечание. Интересно, что распределение (z,, ..., z„) 
также решением задачи Б: минимизировать F (z) =2—'—

i Pi

является

при огра­

ничениях 0=^2^с,-, 2 zi~ 1- Однако функционал F(z) тесно связан со взве- 
г

шейной энтропией Н (z), именно, на симплексе Z = {z | z; Дз 0,2 = 1}

H(z) =-V2F(z) +O(||z-p||3).
(На возможность существования естественно квадратичного функ­
ционала, минимизируемого распределением (zb . .., z„), указал автору 
Л. М. Брэгман.)

По поводу доказательства теоремы: описанный случайный механизм 
построения распределения (Aj(v*), .. . , kn(y’)) и обычный закон больших 
чисел делают естественным следующий конечно-шаговый алгоритм 
построения точки z е Z, относительно которой можно ожидать, что в ис­
чезающе малой окрестности ее сосредоточиваются «почти» все нормиро­
ванные распределения (ki(v*) / N, ..., fc„(v*) / N). Определим точку z(1) 
как первую (при движении из начала координат по лучу z = Хр, h > 0) 
точку пересечения с одной из плоскостей z; = с;, n, ||z|| = 1; если
||z(1>|| = 1, то полагаем z = z(1>; в противном случае вводим множество 
/(1> = {г |Zi(1)<Ci}, вектор р(1) = (pi\ ...,р£}), р^ = 0 при
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и определяем точку z(2) как



первую (при движении из точки z(1) по лучу z = z(1) + lp(1>, X >0) 
точку пересечения с одной из поверхностей z£ = с,, ||z|| = 1, пола­
гая z = z(2), если ||z<2)|l = 1, и переходя к следующему шагу в противном 
случае. За конечное число шагов (не превосходящее п) придем к точке 
: е Z такой, что А С с,:, 1 еб i < п. Так построенное распределение являет­
ся решением задачи А (а также задачи Б). Ключом к доказательству 
этого служит доказательство равенства z* = z(1) + z**, где z*— решение 
задачи A, a z" максимизирует 2 zi при ограничениях

tej(0 А

0 Zi -С ci — 1 <' г -С п, Згг=1—2 (очевидно, что в силу
г г

этих ограничений г,=0 при г^7(1)). В описанном алгоритме плоскости 
г; = исключаются в порядке, соответствующем возрастанию отношения 
с; / что, как оказывается, совпадает с убыванием двойственных оценок в 
задаче Айв задаче Б.

С учетом сказанного доказательство теоремы в остальном связано лишь 
с трудностями технического характера.

В заключение отметим, что тематически статья примыкает к работам 
(1_3). В частности, в (2, 3) построена марковская цепь, являющаяся весьма 

идеализированной математической моделью стихийной миграции населения 
в городе, вызванной парными обменами квартирами. В этой модели стацио­
нарное расселение максимизирует (асимптотически по числу жителей) 
взвешенную энтропию при всех ограничениях на возможные способы рас­
селения.
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