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1. Работами Г. С. Хованского (‘) показано, что широкий класс урав­
нений и систем уравнений допускает изображение номограммами с ориен­
тированным транспарантом. Одной из канонических форм зависимостей^ 
изображаемых шкальными номограммами с непрозрачным ориентирован­
ным транспарантом, является зависимость, которая задается уравнением 
вида

ф(г) =ф1(ж)+ф2(?/)+фз(ж +у). (1)

Представляет интерес вопрос о преобразованиях, которым может быть под­
вергнута эта номограмма.

• С аналитической точки зрения указанный вопрос превращается в во­
прос о возможности перехода от уравнения (1) к некоторому эквивалент­
ному уравнению того же вида. Все рассматриваемые функции будем счи­
тать достаточно гладкими. Если левая часть (1) зафиксирована, то преоб­
разования, которым могут быть подвергнуты функции ф), ф2, ф3, очевидны:

фДж) ->• фДж) + kx + kt, (pz(y) Ф’(у) -к ку + /с2,

фз(£ + у) -+■ фз(ж + у) — к(х + у) — /с, — к3,

где к1 kt, к, — произвольные константы. Ясно, кроме того, что левая часть 
уравнения (1) может быть подвергнута линейному преобразованию с по­
стоянными коэффициентами. Примером зависимости вида (1), допускаю­
щей нетривиальное преобразование левой части, является уравнение

z = -g(z)-g(z/)+g(z + y), (2)

где £(и) — одна из основных функций Вейерштрасса (2). Хорошо известны 
тождества

\g;z, о»

выражающие теорему сложения для функций Вейерштрасса g(a) и 
Из (3), (4) непосредственно следует, что уравнение (2) может быть пред­
ставлено также в виде

z2 = $> (ж) + $>(г/) + (?(х + у).

Этот пример оказывается в некотором смысле типичным, а именно, 
удается доказать, что возможность нелинейных преобразований левой 
части (1) связана, вообще говоря, с наличием некоторых тождеств для 
эллиптических функций от нескольких переменных.

2. Обозначим правую часть (1) через ф(ж, у) и предположим, что су­
ществует тождество вида

А(ф) Д(ж) + f2(y) + fs(x + у), (5)

где функция -4(g) нелинейна, т. е. Л" (g) 0. В качестве особого случая
выделяется случай, когда одну из функций Д. /2, /з можно положить тож­
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дественно равной нулю (или тождественно равна нулю одна из функций 
Ф1, фг, фз). Этот случай был исследован автором ранее (3) (оказалось, что 
функции фг, fi должны быть элементарными функциями определенного 
вида). Поэтому будем считать дальше, что функции ф„ А отличны от нуля, 
более того, они должны быть нелинейными. Так как наряду с тождеством 
(5) имеет место тождество

А (ф) + к(р = (fi + k(pt) + (f2 + Axp2) + (f3 + Аф3),
то наряду с условиями ф " 0, f," =И= 0, г = 1, 2, 3, мы наложим условие
fi" + k(f" ¥= 0, т. е. f" / ф," ¥= const, i = 1, 2, 3.

Исключая из (5) функцию /3, получим
А' (ф) (фх — фу) s А (х) — А (г/),

или

Л .
Ч>1 ' Ф-2

Исключим из (6) функцию А' (ф):
Фх __ Ф1 + Ф3 _ д /' \ / д /' ф~А \
Фу Фа + Фз дх \ф1~Ф2// ду \Ф1-Фг/

А (Ф1 - Ф2) ~ Фх (А - А)
_ А (Ф1 - Фа) ~ Фа (А ~-Ф

или
. х_ (/X + /X) (Ф^ - Фа) ■ (Ф1Фа + ФА) <А - А) 

фо \Х -4~ У) :-- : --------------------- ------- --------- у,---------- ------ ---------- .
(/i + А) (Ф1 - ф2) — (Фт + ф2) (А — А)

Исключая, наконец, из тождества (7) функцию ф3', приходим к
деству

[А (Ф1 — фг) — Ф1' (А — А)1 • [А (Ф1 — Фг) — фг (А — А)1 + 
+ l/'г" (Фт — Фг) — фг" (А ~ А)ИА (ф! — Фг) — Ф^ (А — А)1 + 
+ 2 (Афа — /аф1) [(А + А) (ф^ — Фг) — (ф! + фг) (А — /г)1 0.

(?)

тож-

(8)
Теорема 1. Для того чтобы функции fi, ф4, t = 1, 2, удовлетворяли 

тождеству (8) и условиям f" 0, ф/' 0, /г/ф« const, необходимо и до­
статочно, чтобы выполнялись соотношения

fi — Иофг2 + 2Л1ф,А + АДД ф- 22?оф, ф- 2ВД{ ф- Со, (9)
— фг = Ихфг ф- 2г42фг/г Ф~ АДД ф- 251ф| ф- 2Z?2A 4~ Ch (Ю)

Иофг ф- ЗЛ1ф| А Ф" З-ДгфгА2 ф- ИзА Ф~ 37?офг Ф" 62?1ф;А ф-
ф- ЗВ2/г2 ф- 3CoTi ф- 2СХА ф- Do = 0, 1 = 1,2, (11)

где Ио, At, А2, Аз, Во, Bi, В2, Со, Ci, Da — некоторые константы, и кубиче­
ская кривая

Л «ж3 + ЗЛ^2!/ + ЗА2ху2 + А3у3 + ЗВ0г:2 + &В,ху ф-
+ ЗВ2у2 + ЗС„.т + 3Cty + Do = 0 (12)

неприводима.
С помощью проективного преобразования уравнение кривой (12) мож­

но привести к виду
у2 = 4Т3 — g2x — g3. (13)

Если аналогичную подстановку по формулам
у- °цА + а12(Рг + а13

а31А “Е “заФг 3” °33

ф-= «,Л + «1л + «„ , (_1Л (]4)
a31h "Ь “32^1 азз

произведем в системе уравнений (9) —(11), то придем к системе уравнений
Фг’ == hf'i, А = 6Аф? — 1kg2h, fi = 4ф;3 — £2ф, — g3
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(h — некоторая константа), откуда находим ф/ — ^{hu), // = (hu). Из­
меняя масштаб переменных х, у, положим /г. = 1; тогда, согласно формулам 
(14), будем иметь

Дцф' (») + а 12^ (и) + Я13 ' / \ — а21^' (Ц) + 022 Ф (и) + «23
0зА9' (и) + «32$ (а) + Язз ’ ' 031Ф' (а) + a32S9 (и) + «зз ’

Заметим, что константы а:} в формулах (15) являются комплексными 
числами. Интегрирование правых частей (15) позволяет выделить следую­
щие уравнения вида (1), допускающие нелинейное преобразование функ­
ции cp(z):

у. , . у , , , <. , , ,   1 F (z) — ф' (у)Ф — ~ £ (ж) — £ (?/) + £ 0е + У) = ~2~ ’
А (ср) = ф2 = $> (х) + $> (у) + '®(х + у), (16)

ф = С W + С (?/) + С (a) — + У + «) =

Л(ф) =1пф,

б (х 4- a) б (у -|- а) б (х + у) 
s (х) б (у) а (а) б (х + у 4- а)

(17)
где а — произвольное комплексное число, не совпадающее с какой-либо 
вершиной параллелограмма периодов;

Ф = In б (а — <и) б(у -ц)8 (дфу 4- Я1) б (g2 — аз)
б (х — as) б (у — a3) б (z -}- у аз) б (щ — а2)

(18)

А (ф) = In (e'-f 4-1) = In б (z — a2) б (у — а2) б (z 4~ У + аг) б (ai — аз) 
б (z — а3) б (у — а3) б (z 4- у 4- а3) б (ai — а2)

где а, + а2 + а3 = 0, at ¥= а- а3 ¥= ас,
Ф = sin(2x + а) + sin(2y + а) — sin[2(:r + у) + а] — sin а = 

= 4 sin х sin у sin (а: + у + а), А (ф) = In ф; (19)

9

ф = С1вх + с2еу + с3е_х~!',
Л(ф)=ф2, CiC2c3 0; (20)

Ф = (ж3 — Зах2) + (у3 — Зау2) — (х + уУ + За(х + уУ = 
= —Зху (х + у — 2а), Л(ф)=1пф; (21)

ф = х2 + у2 + (х + уУ,
И(ф) =’/2ф2 = х‘ + у4 + (ж + уУ. (22)

Теорема 2. Если уравнение (1) допускает нелинейное преобразова­
ние левой части, то при сформулированных выше условиях это уравнение 
приводится к одной из форм (16) — (22).

Заметим в заключение, что формулы (18) основаны на следующем ин­
тересном тождестве для о-функций Вейерштрасса:

о (ж — ai)o(y — а3)о(х + у + a1)o(a2 — a3) + о (х — а2)а(у — а2)о(х +
+ у + а2)о(а3 — aL) + о(ж — а3)о(у — а3)о(х + у + а3)о(а! — а2) = 0, (23) 

где а, + а2 + а3 = 0, a, v- а, ¥= а3 =4= at.
Тождество (23) можно доказать, используя стандартную технику рас­

смотрения нулей и полюсов эллиптических функций (2).
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