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некоторый ряд из элементов того или другого пространства, А — какой- 
нибудь метод суммирования. Множество всех значений, к которым ряд (1) 
сходится (суммируется методом А) в том или другом смысле при всевоз­
можных перестановках членов ряда, называется областью сумм (областью 
Л-сумм) ряда (1).

В настоящей заметке рассматриваются области сумм рядов в конечно­
мерных пространствах, пространствах Lp и рядов из измеримых функций, 
а также области Л-сумм этих рядов для полунепрерывных методов Перро­
на Л (см. (*)).

* Определение кольца множеств дано в (2), стр. 38.

В дальнейшем символом Е будет обозначаться п-мерное эвклидово про­
странство Еп или пространство Ьр[0, 1]. Первый случай будет выделяться 
записью Е = Еп, второй случай — Е = Lp.

Определение 1. Пусть (1) — ряд из векторов Е. Множество всех 
векторов s=£, к которым ряд (1) сходится в метрике Е (слабо сходится) 
при всевозможных перестановках членов ряда, называется сильной (со­
ответственно слабой) областью сумм ряда (1). (Определение слабой 
сходимости дано в (2), стр. 182.)

Теорема 1. Пусть (1) — ряд из векторов Е, удовлетворяющий усло­
виям

lim|| uk || = 0, когда Е = Еп,
k-+x>

2 II ик II2 < когда Е — Lp, р > 2, 
k=i

со

3 II uk ||р <С °°! когда Е = Lp, 1 < р -< 2. 
k=i

(2)

(Условия (2) впервые сформулированы в (3).)
Тогда, для того чтобы вектор s е Е принадлежал сильной области сумм 

ряда (1), необходимо и достаточно, чтобы для любого функционала 
F(y) е Е’ величина F(s) принадлежала области сумм ряда

оо

k=l
(3)

При доказательстве теоремы 1 используется следующая комбинаторная 
Лемма. Пусть S — конечное кольцо множеств*,  и(Т) —аддитивная 

функция множеств, определенная на S и принимающая значения в линей­
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ном нормированном пространстве W, е — произвольное неотрицательное 
число, е 0.

Тогда, если и(Т) обладает тем свойством, что для любого множества 
А е S существует множество В е S, В е А, такое, что 

72и(4) || < е,11«(5)
то множество U всех значений функции и(Т) на S образует 2г-сетъ своей 
выпуклой оболочки G(U').

Как следствия из теоремы 1 получаются следующие теоремы.
Теорема 2. Если ряд (1) из векторов Е удовлетворяет условиям (2), 

то сильная и слабая области сумм этого ряда совпадают.
Теорема 3. Пусть ряд (1) из векторов Е удовлетворяет усло­

виям (2).
Тогда, для того чтобы сильной областью сумм ряда (1) было всё Е, 

необходимо и достаточно, чтобы для любого функционала F(y) Е', 
Ill'll = 1, областью сумм ряда (3) была вся действительная прямая.

В случае, когда Е — Еп, теорема 3 была доказана Е. Штейпицем (4).
Определение 2. Пусть Ф = —последовательность веще­

ственно-значных функций, определенных па полуинтервале [0, 1).
Мы будем говорить, что ряд (1) суммируется методом Ф 

к вектору s е Е в метрике Е, если при любом t е [0,1 ) ряд

3 'Р/ЛО'Ое
fe=i

сходится в метрике Е к некоторому вектору v(t)^E и lim н(£)=$ 
/--10

в метрике Е.
Определение 3. Мы будем говорить, что ряд (1) слабо сумми­

руется методом Ф к вектору г '= Е. если для любого функциона­
ла Е(у) е Е' ряд (3) суммируется методом Ф к числу F(s).

Определение 4. Множество всех векторов s != Е, к которым ряд (1) 
суммируется методом Ф в метрике Е (слабо суммируется методом Ф) при 
всевозможных перестановках членов ряда, называется сильной (соот­
ветственно слабой) областью Ф-сумм ряда (1).

Теорема 4. Пусть ряд (1) из векторов Е удовлетворяет усло­
виям (2).

Тогда, если метод суммирования Ф вполне регулярен для рядов с дей­
ственными членами, то сильная и слабая области Ф-сумм ряда (1) совпа­
дают с сильной областью сумм этого ряда.

Определение 5. Пусть
■ со

(4) 
k==X

— ряд из измеримых действительных функций, .те [0, 1], Ф = {<pt(i)}i°° — 
метод суммирования. Множество всех функций Р (х), конечных почти всю­
ду на [0, 1], к которым ряд (4) сходится (суммируется методом Ф) почти 
всюду на [0, 1] при всевозможных перестановках членов ряда, называется 
областью сумм ряда (4) в смысле сходимости почти 
всюду (областью Ф-сумм ряда (4) в смысле суммируе­
мости почти всюду).

Теорема 5. Пусть (4) — ряд из измеримых функций, удовлетворяю­
щий условию

со
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2 /2 (ж) <С 30 п.в.на [0,1]. (5)
k=i



Тогда для любого вполне регулярного метода суммирования Ф область 
Ф-сумм ряда (4) в смысле суммируемости почти всюду совпадает с обла­
стью сумм этого ряда в смысле сходимости почти всюду.

Теорема 5 является некоторым обобщением одной из теорем Е. М. Ни­
кишина (см. (5)).

Условие полной регулярности метода Ф в теоремах 4 и 5 нельзя заме­
нить условием простой регулярности.

Действительно, члены ряда
со оо

2 fkH — 2 -у- (6)
/г=1 /г=1

принадлежат £2[0, 1 ] и удовлетворяют условиям (2) и (5).
Как непосредственно видно, область сумм ряда (6) есть пустое множе­

ство. В то же время, как известно, для любого действительного s сущест­
вует регулярный метод Ф, суммирующий ряд (6) к s (см. (6)).

В заключение мне хотелось бы поблагодарить чл.-корр. АН СССР 
Д. Е. Меньшова за многочисленные обсуждения этих результатов.

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академии наук СССР 22 VI 1972
Москва
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