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1°. В настоящей работе приводится метод решения задачи линейного 
сопряжения аналитических функций двух комплексных переменных, в ос­
нове которого лежат результаты о факторизации оператор-функций, изло­
женные в работе (4). Применение операторной факторизации позволяет 
выяснить структуру решения задачи линейного сопряжения.

Рассмотрен также один частный случай уравнения Винера — Хопфа 
в четверти плоскости, для которого решение получено в замкнутой форме. 
Этот результат близок к результатам работы (2), в которой несколько част­
ных случаев уравнения Винера — Хопфа решены совершенно иными ме­
тодами.

2°. Пусть S)~, i = 1, 2,— соответственно внутренность и внеш­
ность единичной окружности Г;, 2)±± — X 2)z± — бицилиндры про­
странства двух комплексных переменных Zi и z2, 71={(z1,z2), IzJ = 
= |z2|=l}—общий остов этих бицилиндров (тор), a(ii,i2), Ь(Мг)> 
c(fi, г2), d(tt, tz) — непрерывные комплексные функции на торе Т, Н++> 
Н+-, II-+, Н_ — классы функций, аналитических в соответствующих би­
цилиндрах и представимых там интегралом типа Коши

1
(2ni)2

с плотностью ф(7ь/2), суммируемой на Т с квадратом (<p(ii,i2) е72(7)).
Задача линейного сопряжения состоит в отыскании четырех функций 

Ф±:Ь из соответствующих Я-классов при условии, что их предельные зна­
чения почти всюду на Т удовлетворяют линейному соотношению

аф++ + &ф+- + сф-+ + ЙФ“ = V, (1)

В работе (3) установлен следующий критерий нётеровости задачи ли­
нейного сопряжения для бицилиндров: задача (1) удовлетворяет теории 
Нётера тогда и только тогда, когда выполняются условия:

1) a(<i, i2) 0, 5(ii, i2) =/= 0, c(flt tz) =7= 0, <7(ii, i2) 0 на T;
2) хЦа) =xt(c), Xi(b)=Xi(d), x2(a)=x2(b), x2(c)=x2(d), где

хДа) = (1 / 2n) Ar( arg a(i15 t-A •
3°. Рассмотрим пространство Л2(Г1, Л2(Г2)) измеримых векторнознач­

ных функций /(£f), определенных на Г4, принимающих значения в Л2(Г2) 
и таких, что

J 1|/(К)||ы(Гг)|Л1|<

Г,

Обозначим через Я+ (Я_)-класс вектор-функций, принимающих значения 
в А2(Г2), аналитических в S)A и представимых там интегралом типа
Коши ^^~dtr с плотностью ср(^) е Л2(Г1, Л2(Г2)).

ZnJ J ^1 — 21
Г1

т
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Задача линейного сопряжения (1) эквивалентна задаче определения 
двух вектор-функций Ф+(£) и Ф~(Л) из соответствующих Я-классов по 
условию на Г,

4(г,)Ф+(М +Я(л)Ф-(л) =V(M, (2)
где A(tP) и B(ti) —оператор-функции следующего вида:

A (£) = Тa(tt, + — ^6(4, -уР-1
(3> 

B(tP) — TC(tt,.-)P+ — Td{tl..}P_,

причем в формулах (3) символами Tg(it •> и Р± обозначены операторы 
в £2(Г2), определенные формулами

£«(<■•)<₽(t2) = g(ti, t2)<p(t2),
(р±ф)(У = 4-ф(М±^-5л£47л!.

Г-2

Через W обозначим Я-алгебру оператор-функций G(tP), определенных 
на Гь принимающих значения в пространстве линейных ограниченных 
операторов в £2(Г2), разлагающихся в абсолютно сходящиеся ряды Фурье 
на Г!. Через Wk обозначим множество оператор-функций из W, принимаю­
щих значения в идеале всех вполне непрерывных операторов, действую­
щих в £2(Г2).

4". В дальнейшем будем рассматривать задачу линейного сопряжения 
при следующих предцоложениях:

1) функции a(ti, tP), b(ti, t2), c(tt, t2), d(tt, t2) представимы в виде абсо­
лютно сходящихся рядов Фурье на Т;

2) задача линейного сопряжения (1) удовлетворяет теории Нетера.
При выполнении этих условий оператор-функции Л(£) и Я(£) обра­

тимы при любом фиксированном ^еГ1, а оператор-функции Л±4(#1), 
B±i(ti) принадлежат алгебре W.

Нетрудно показать, что оператор-функцию 5_1(£)Л(£) можно предста­
вить в виде

B-'^AitP) =Th(ll,.}P+ + Tg{tl..)P^ + K(ti), 
где

причем в силу условий нётеровости задачи (1) для функций h и g справед­
ливы соотношения

Kith} = Xi(g) =0, x2(g) = %2(h).

Лемма 1. Оператор-функция B~l (tP) A (tP) представима в виде

B~l (tP)A(tP) =N^(ti)(I + M(ti))N+(t2), (4)

где оператор-функции N+(tP) и Я-(Ч) принадлежат алгебре W, голоморф­
но продолжимы в и ЗРг соответственно и в точках z1 е U 1\ и 
Zi е &i~ U Г! принимают значения в множестве обратимых характеристи­
ческих сингулярных операторов, действующих в £2(Г2); оператор-функция 
M(tP) принадлежит множеству Wk, а I + M(tP) является обратимым опера­
тором при любом фиксированном £ е Г\.

Используя результаты работы (*) о факторизации оператор-функций, 
представим оператор функцию I + M(tP) в виде

/ + М(£) =Я_(£)Я(^,)Я+(£), (5) 
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где 7?+ (fi) и P_(Zt) —оператор-функции, которые голоморфно продрлжи- 
мы в и Здг соответственно и обратимы в замыкании областей Sbp и 

п
D(^) = 3 Pi ~~ ортопроекторы в £2(Г2) такие, что

7=1
п 

dimImP^<( оо,/= 1,... ,n —1, ^Pj — T, 
i=i

Xi > х2 > ... > xn_i, xn = 0 — целые числа. Применяя лемму 1 и представ­
ление (5) к краевому условию (2), приведем его к виду

7)(fi)cp+(fi) + Ф_(£1) = F(ti), (6)
где

Ф+(М =7?+(^)^+(^)Ф+(^1), cp-(ii) =
F(ii) = [B(tl)N-(ti)R_(tl)]-iy¥ (ti).

Теорема 1. Пусть, для определенности, Xj>0 при i f < m < п. 
Задача линейного сопряжения (2) разрешима тогда и только тогда, когда 

$ [T,jF(-)J (t1)t'[~1dt1 = 0, s — 0,1,..., Xj — 1, 1</<т.
г,

При выполнении этих условий решение задачи (2) дается формулами

O+(zi) = [7?+(zi)TV+(z1)]_1cp+(z1), ZiG^,
ф-(21) = 7У_(г1)7?_(21)ф-(г1), zie®7, (8)

где

<Р‘ ы - 3 '3‘ $ lP>^"(ll) dt, + 3 Ы, zx е ®;.
7=1 fi j=m

,e п—1

Г1 j=m

^j(zi) — произвольные полиномы степени не выше — х; — 1 со значениями 
в пространствах Im Р} <= Р2(Г2).

Следствие. Пусть а обозначает число линейно независимых реше­
ний, а р — число условий разрешимости задачи линейного сопряжения (1). 

Тогда числа а и р вычисляются по формулам

а =— 2 Xj (dim Im Р,-), 3=2 Xj (dim Im Pj).
Xy<0 *y>0

5°. Пусть Z2 — пространство последовательностей {T*s}m=o» суммируе- 
oo Я

мых с квадратом (21 T*s I2 00)• Применим полученные результаты к ре- 
о '1

шению в пространстве Z2 уравнения Винера — Хопфа
о©
2 n~s T&s = fmnt 72 — О, 1,2, , (9)

kt s=0

где fmn и aks — известные числа такие, что
оо .<х>

2 l/mn|2<°°, _ aks <оо.

7П, П=0 kt S=—оо
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(10)

Уравнение (9) эквивалентно задаче линейного сопряжения

А(Ц)Ф+(Ц) +Ф~(М = Ш
в которой

^4(^1) = Та(МР++ Р-, 3 akJ^A
k, S——'00

чъ) = 2 fmnt™t*.
rn, n=0

Пусть уравнение Винера — Хопфа (9) удовлетворяет теории Нётера, 
тогда функция a(t,, i2) не обращается в нуль, имеет нулевые частные ин­
дексы Zi(a) = х2(«) = 0 и может быть представлена в виде

/< f \ _ а++ (К. *г)« (И, h)

где функции a±±(iI, t2) аналитически продолжаются в соответствующие 
•бицилиндры и не имеют там нулей.

Мы рассмотрим один частный случай уравнения Винера — Хопфа, ког­
да решение этого уравнения может быть получено в явной форме. Предпо­
ложим, что функция а+_(Ц,^2) имеет вид

«+ ‘ (11, h) = 4 (И) + 4 (И) 41- (и)

Тогда оператор-функция А (Ц) допускает факторизацию

A (Ц) = A - (tt) (7 + - А) (7 + 71Ц(<1, .•lP0)A+(tl),

в которой
А± (7i) = Ta++(tl,-'l Р+ + р->

Ро — проектор в Ь2(Г2), определяемый формулой 

функции (ti, i2) могут быть выражены через элементы факторизации 
функции a(ti, i2).

Применяя указанную факторизацию и теорему 1, получим, что решение 
задачи сопряжения (10), в которой коэффициент А (Л) дается формулой 
(11), имеет вид

Ф+ (zi) = "4+1 (zi) 1-7 + T/+(Z,,) 7%] 1 <р+ (.Zj),

Ф (zi) — —A^(zj) [IPq] 1(P (zi), ziGE®i>
где

Г1

A_ (H) [I + T^^Vjh) 
<1 — zi

Zi GE ®i, 

Zx GE ®i •

В заключение автор выражает глубокую признательность В. А. Каки- 
чеву за постоянное внимание к этой работе.
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