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В настоящей работе даются необходимые и достаточные условия разре­
шимости краевой задачи

х" = х, х'), Li(x(a), x(b), х'(а), х'(Ь)) = 0,

L2(x(a), х(Ь), х'(а), х'(Ъ)) =0, (1)

где / удовлетворяет условию Каратеодори на S = IXR\ I = [а, &] cz 
с: R = (—оо, оо)) bi, L2^C(Ri) и удовлетворяют определенным условиям 
монотонности.

Для случая / C(S). Li = х{а) — x(b), L2 = х'(а) — х'(Ь) Г. Кноблох
(') дал достаточные (практически необходимые и достаточные) условия 
разрешимости задачи (1). Для случая / s C(S), Li = х(а)—А, L2^x(b)—B 
К. Шредер (2) установил необходимые и достаточные условия разреши­
мости задачи (1).

Введем ряд обозначений: АС (7) — множество абсолютно непрерывных 
на I функций; pVi — почти для всех t; для а, <= С (Г), <р, ip е С(1 X R) оп­
ределим множества

и = {(t, х): t е= I, a(i) < ж < p(i)},

Q = {(7, х, х')-. i е= I, a(i) :~= х < ₽ (7), <р (7, х) < х’ ф(7, х)},

Т = {(х, у, Zi, z2): a(a) < х С 0(a), a(6) X у < $(Ь),

cp(a, х) < Zi < ф(а, х), cp(b, у) z2 ф(Ь, у)}.

Пусть Li^C(Ri), ie {1, 2}. Поставим в соответствие функции L{ ряд 
чисел (ои, Ог2, О;з, Ой), который мы будем называть типом монотон­
ности функции Д, так что для j <= {1, 2, 3, 4} будет оц = 1, 
если возрастает по х2; Оц = —1, если L{ убывает по х};
Оц — 0, если Lt пе зависит от Xj и oiS = ±1 при произвольной зависимости 
Li от х^ В дальнейшем для краткости мы будем писать Д(ж) вместо 
Li(x(a) , х(Ь), х'(а), х'(Ь)).

Пусть в задаче (1) Л, и L2 удовлетворяют следующим условиям моно­
тонности: (JaLi принадлежит типу ( — 1, 1, 1, 1), g21L2 — типу (1,1, 1, —J), 
причем L2 строго монотонна по третьему или четвертому аргументу.

Теорема 1. Пусть
1) а, [3 е= ACyiy <р, ф е £7(7 X Я), у, <= {-1, 1};
2) a(i) < Р(i) Vi <= 7;
3) a"(i) >/(i, a(i), а'(0)

Г (О ^t{t^yyyyy

4) Lia = 0 = Лф, a2lL2a ■ 0 7^ c2lL2$;
5) <р(7, х) и ф(1, х) непрерывно дифференцируемы по х, а <р(£, ж(£)) и 

ty(t,x(t)) VxsACyi) абсолютно непрерывны;

760



6) cp(Z, x) < ip(Z, x) У (t, x) a;
7) qp(i, a(t)) =< a'(t) < ip(Z, a(t)) Vt e Z,

<p(W)) P'(0 3(f)) VfeZ;

8) (/ (t, x, cp (t, x)) — tpt (t, x) — ip* (t, x) q> (Z, x)) Tx > 0 pVZ G I,

Vx G [a (Z), p (Z)J, (/ (Z,«, ip (Z, a:)) — ip, (t, x) — гр' (Z, x) ip (t, x)) T2 > 0

pVZ G Z, V.r G [a (Z), P (Z)];

9) no крайней мере для одного набора i, j, k, Ze {1, 2} и V (ж, у, zt, z2)e 
e T выполняются неравенства

(1 + y4)Li(x, y, tp(a, x), z2)oi3 + (i-yJL^x, у, zb cp(b, J/))aj4^0,

(l + 'Y2)Lt(a:, у, zb ip(Z>, y))oki + (l-^L^x, y, ip(a, x), z2)o!3>0;

10) существуют непрерывные продолжения L*, L2* функций Li, L2 no 
аргументам z4 и z2 вне T того же типа монотонности-,

11) Li*, L2* строго монотонны по z4 и z2, причем L2 имеет одинаковую 
по модулю скорость роста по zt и z2.

Тогда эти условия являются необходимыми и достаточными для суще­
ствования решениях x(t) задачи (1) такого,что

(t, x(t), x'(t)) ^£1 Vt<^I. (2)

Необходимость очевидна. Для доказательства достаточно­
сти строится краевая задача

х" = F(t, х, х'), AiX = 0, А2х = 0 (3)
такая, что

F(t, х, х') f(t, х, х') V (t, х, х') е Q, (4)

Ai(x, у, zt, z2) = Lt(x, у, zt, z2) V(х,у, zb z2) eZ, Vis {1,2}. (5)

и существование решения которой следует из работы (3). Тогда, если реше­
ние x(t) задачи (3) удовлетворяет соотношению (2), то в силу (4) и (5) 
x(t) будет решением задачи (1). Соотношение (2) доказывается в два эта­
па: сначала доказываются неравенства a(Z) x(t) С 0(Z) Vz s Z, затем 
неравенства ср (Z, x(t)) < x'(t') =£ ip(Z, «(Z)) Vf eZ.

Сформулируем еще четыре аналогичных теоремы.
Теорема 2. Пусть OuLi типа (—1, ±1, 1, 1), о21Т2 типа (1, 1, 1, 0), 

причем L, строго монотонна по третьему аргументу, тогда условия 1—3 и 
5—8 теоремы 1 и условия

4) o14Z/Ia 0 =£ o14Z/1p, o2iL2a > 0 > o2lL2fi;
9) no крайней мере для одной пары i, j е {1, 2} и V (х, у, zh z2) е Т вы­

полняются неравенства

(l + yi)Li(x, у, <р(а, х), z2)ai3+ (1 - Т1)Д(а:, у, zt, <p(b, y))ati < 0,

(1 + yz)Li(x, у, Zt, -ф(Ь, у))Оц + (1 - yz)Lj(x, у, гр(а, х), z2)oj3 > 0;

10) выполняется условие 10 теоремы 1 и функции LF и L* строго моно­
тонны ПО Zi
являются необходимыми и достаточными для существования решения x(t) 
задачи (1), для которого верно (2).

Теорема 3. Пусть ОиН типа (±1, 1, 1, 1), c2iL2 типа (1, 1, 0, —1), при­
чем L2 строго 
5—8 теоремы 1

4) Oi-iZio; 5*
2 ДАН, т. 210, л:

ку аргументу, тогда условия 1—3 и
и ycapgufit. • .. ■■.■'■V, . ",

(ji4ZjpPy d2iL2c^ 7^ 0 g2iL$,

:| l
L. I . ,:--------------------- ■
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9) по крайней мере для одной пары i, j е {1, 2} и V (ж, у, z1; z2) е Т вы­
полняются неравенства

(1 + у, ср (а, х), z2)o13 + (1 - У1)Д(ж, у, z4, <р(&, у)) oi4 О,

(1 + ц2)Ь^х, y,zh т|)(&, у))вц + (1- у, ip(a, х), z2)o13 > О;

10) выполняется условие 10 теоремы 1 и функции L* и L2* строго моно­
тонны по z2
являются необходимыми и достаточными для существования решения x(t) 
задачи (1), для которого верно (2).

Теорема 4. Пусть olsLt типа (±1,1, 1,0), g21L2 типа (1, ±1, 0, —1) 
тогда условия 1—3 и 5—8 теоремы 1 и условия

4) 013-ZviCc 0 3, сг2]А2ос 0 o2i^32p,
9) (1 + 71)Л(х, у, ф(а, ж))о13 + (1 - ^i)L2(x, у, ф(&, г/))о24«£0,

(1 + ц2)Ь2(х, у, -ф(Ь, у) )о24 + (1 - (х, у, ф(а, ж))о13 > О

Уже[а(а),₽(а)], Vy е= [а(Ь), р(&)]

являются необходимыми и достаточными для существования решения ж(», 
задачи (1), для которого верно (2).

Теорема 5. Пусть ОцЦ типа (1, —1, 0, 0), а24Л2 типа (±1, ±1, —1,1); 
тогда условия 1—3 и 5—8 теоремы 1 и условия

4) Lia = 0 = Ь4р, <j24Z2a 0 ± о24Л2^,
9) (И-^ЛДж, у, ф(а, ж), z2)o23+ (l-y^L^x, у, z1( ф(6, г/))о24^0,

(1 + ц2)Ь2{х, у, z1; ip(&, г/))о24+ (1-у2)£2(ж, у, 1р(а, ж), z2)o23>0

(•£> У, 21, 22) е Т
являются необходимыми и достаточными для существования решения ж(1) 
задачи (1), для которого верно (2).
Вычислительный центр Латвийского Поступило
государственного университета 19 I 1970
им. П. Стучки
Рига

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Н. W. Knobloch, Math. Z., 82, 3, 177 (1963). 2 К. W. Schrader, J. DifF.
Eguations, 5, 572 (1969). 3 А. Я. Лепин, Дифференциальные уравнения, 5, № 8,
1390 (1969).

762


