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1. В работе (14) рассмотрена задача о минимуме функционала Дирих­
ле — Дугласа

(/) = $ I | "д I2 + К 121 р (z)) dxdy
So

в заданном гомотопическом классе а квазиконформных в среднем гомео­
морфизмов f одной компактной римановой поверхности (р.п.) So на дру­
гую — 5 при условии, что р (и?) | dw |2 — положительная, исключая изоли­
рованные нули, непрерывная конформная метрика на р.п. S. Здесь и ниже 
х + iy = z, и + iv = w, w(z) — локальное представление гомеоморфизма /.

При некоторых дополнительных предположениях доказано, что экстре­
маль /о функционала Dp{f) существует и является гармоническим отно­
сительно метрики р (zr) | dw |2 отображением, т. е. выражение 
p(zn0(z)) WaJc-dz2 определяет на р.п. >8'„ голоморфный квадратичный диф­
ференциал. Известно (13), что гармонические отображения обобщают 
экстремальные отображения Тейхмюллера (\ 2) и совпадают с ними, если 
метрика p(zz?) |dzz?|2 имеет вид |ф(гг) | • \dw\2, где ty{w)dw~ — голоморфный 
дифференциал на р.п. S. С другой стороны, гармонические отображения 
связаны с теорией минимальных поверхностей (’, 14).

2. Пусть р (гг) | dw |2 — инвариант на компактной р.п. S, для которого 
выполняются условия:

а) 0 '£ р (w) = 11 = const почти всюду; б) Й p{w)du du = 1.

Рассмотрим следующую задачу.
Задача. В гомотопическом классе ah сохраняющих ориентацию 

/с-квазиконформных гомеоморфизмов f компактной р.п. So на р.п. S найти 
отображение, минимизирующее функционал Dp{f).

Основным результатом данной работы является
Теорема 1. В классе существует {вообще говоря, не единствен­

ный) гомеоморфизм /0 с локальным представлением w0{z), минимизирую­
щий функционал Dp{f). Если при этом fp не является конформным, то 
выражение p{w0{z))w0zwppdz2 является ограничением на множество 
E0={z<^S0; р {w0{z)) р0 (z) й= 0} голоморфного квадратичного дифферен­
циала tpp(z)z/z2 на р.п. So; здесь |i0(z) = zz?oj/ w„z — комплексная характери­
стика {дилатация) отображения f0.

3. В работе (8) автор рассмотрел экстремальные квазиконформные
отображения типа Тейхмюллера, дилатация которых имеет вид p(z) = 
= o(z)<p(z) / |ф(z) |, где ф (z) dz2 — голоморфный дифференциал на р.п. 50 
и почти всюду 0^o(z) = const.

Отображения типа Тейхмюллера минимизируют в классе оо, функцио­
нал т(/) — vrai tnax|o 1 (z) ■ щ(г) |. Между гармоническими отображе­
ниями и отображениями типа Тейхмюллера имеется связь, которая фикси­
руется следующей теоремой.
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Теорема 2. Гармоническое квазиконформное отображение /0 *= од 
является отображением типа Тейхмюллера, причем o(z) = ]<pP(z) | / 
/ p(jp0(z)) jwoz|2, (fp(z)dz2 — ассоциированный c f0 дифференциал.

Обратно, отображение f0 типа Тейхмюллера с дилатацией pi0(z) = 
= о(z) ф(z) / | ср(z) | является обобщенным гармоническим отображением, 
относительно инварианта

р (w) | dw |2
IФ (2" ('»')) 111 го» I2 - I zQp„ N2 

О (<’0 («’)) ' I 20w I2
0

если о (z0 (а:)) =/= 0;

,если ст (z0 (w)) = 0.

В теореме 2 z0(w) — локальное представление обратного отображения 
/<г', а под обобщенным гармоническим понимается экстремальное отобра­
жение, существование которого утверждается в теореме 1.

Доказательство теоремы 2 состоит в непосредственной проверке.
4. Наметим основные моменты доказательства теоремы 1. Представим 

р.п. So и S фуксовыми группами ,Г0 и Г, действующими в круге U'. | z | < 1, 
и сохраним для инвариантных относительно этих групп объектов на (|г 
и U | г те же обозначения, что и для соответствующих им объектов на 50 
п S. Пусть Ро — метрический фундаментальный многоугольник группы Го. 
Рассмотрим минимизирующую последовательность w„(z): 17|г, 
.^-квазиконформных автоморфизмов (гомеоморфизмов па себя) круга U. 
нормированных условиями: w„ (0) =0, щ„(1) = 1.

В силу компактности нормированного семейства 7с-квазиконформпых 
автоморфизмов круга U в равномерной норме (2), можно считать, что 
zz?„(z) w0(z).

Экстремальное свойство гомеоморфизма w0(z) следует из полупепре- 
рывностп функционала Df,(f):

Dp (юд) lim iiif Dp (wn),
n—>x>

которая устанавливается аналогично (2) с использованием слабой сходи­
мости обобщенных производных w„z и (“).

5. Второе утверждение теоремы ! доказывается методом вариаций (3,5). 
Будем понимать под А (о; Ео) банахово пространство, образованное сум­
мируемыми с весом o(z) = |p0(z) | функциями i]:(z) па множестве 
Ер = {z (= ро; p(w0(z))-p0(z) =/= 0} с нормой = $ I I|-(z) I o(z)dx dy. 

Ao
Допуская от противного, что отображение w0(z) не является конформным, 
множество Ео имеет положительную меру Лебега и функция фР(г) = 
= p(w0(z))-Пр^-wo: е А(о; Ер) не является голоморфной на Ер, опреде­
лим, пользуясь теоремой Хана — Банаха (4), линейный ограниченный 
функционал щ(4’) на А(о; Ео), удовлетворяющий условиям

а) щ(ф) = p0(z)-qi(z)dx dy для любого элемента ф(г) из подпро-

страпства Л (о; Еа) в L(o; Еа), образованного ограничениями на множест­
во Ер голоморфных квадратичных дифференциалов на р.п. Z7|r„;

б) щ(фр) =0;
в) IIm WII = sup j | Po (z) ф (z) dx dy |; || ф || = 1, ф e А (ст; Ао)|.

к»

Для функционала лг(ф) имеем представление

пг (ф) = m (z) ф (z) dx dy,

причем
vrai max {ct“' (z) • | m(z) |; z e Eo} = q < 1.
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Дифференциал Бельтрами
[ц0 (z) — т (z)] dz/dz, если z]T-Elt:

О, если z (Е PB\Et),

определяет тривиальную (7, ,0) вариацию поверхности U | Го:

5 = H(z; е) = z + eh(z) + О(е2), (2)

е > 0 — малый параметр. Следуя далее схеме доказательства, опублико­
ванного в (9), покажем, что комплексная характеристика це(г) проварьп- 
рованного отображения ike(z) удовлетворяет условию | iie(z) | o(z) X 
X [1 — 0(e) ], так что вариация H(z-, е) является допустимой.

6. Вычислим первую вариацию функционала DB(w). Дифференциаль­
ная форма

а = р (z) dz -4- q (z) dz = ]/ p (w;a (z)) (wBZ dz wQ- dz)

при вариации = H *(z; е) преобразуется к виду

а

где
р’ Ц' (z)) = р (z) — е [р (z) hz — 7 (z) h- — 2p (z) Re h.] E О (e2), 
q'(i'(z)) У (г) — s [q(z)hz - p (z) h- — 2?(z)ReAJ + (e2).

Прямые вычисления показывают, что

6DP (ге0) — 4Re р (z) q (z) h- dx dy.
p„

В силу нормировки
Ц Р К (z)) [ | W-12 — | I2] Й = 1,
р»

и поэтому
DP (w>0) -= 1 + 2 Р (w0 (z)) ■ | W- |2 dx dy = 1 r 2p0 (<p₽).

Ho

(3)

Принимая во внимание формулы (1) —(3), находим

6Z»p (грД = — 4Re \\ v (z) фр (z) dx dy = — 4 [ц0 (<pP)
Po

m (фр)] <0.

Это противоречие завершает доказательство теоремы 1.
Пользуясь методом накрывающих Альфорса (2), можно распростра­

нить полученные результаты на случай компактной рпмановой поверх-
пости рода I и конечных римановых поверхностей.
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23 V 1972
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