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1. Мы будем рассматривать стационарный процесс {Xt, £е0}, где
0 = Z или 7?1, как семейство случайных величии, определенных па некото­
ром вероятностном пространстве (Q, St, Р). Введем о-алгебру 3 cz Я, по­
рожденную всеми величинами Xs, № 0, и для каждого t <= 0 обозначим 
23f+, Sr, о-алгебры, порожденные величинами Xs соответственно при
s > £, s i и | s | > 111. Положим

Э3+ = П = n «ВД S5± = П
t t t

Пусть 91 — тривиальная о-алгебра, образованная событиями вероятности 
0 и 1. Следуя А. Н. Колмогорову, назовем процесс Xt положительно 
регулярным, отрицательно регулярным или двусторон­
не р е г ул я р н ы м, если соответственно S+= 91, 23“ = 91 или S*  = 91. 
Свойства, противоположные регулярности, характеризуются соотношения­
ми 23*  = 23, 23_ = 23, 23*  = 23. При выполнении этих соотношений будем на­
зывать процесс Xt соответственно положительно сингулярным, 
отрицательно сингулярным пли двусторонне сингу­
лярны м.

Двусторонняя регулярность, очевидно, влечет за собой как положи­
тельную, так и отрицательную регулярность. Примеры показывают, что 
последние два свойства, вообще говоря, не эквивалентны: существуют ста­
ционарные процессы, которые отрицательно регулярны, но положительно 
сингулярны, и наоборот. Примеры такого рода в случае дискретного вре­
мени и бесконечного (счетного) множества состояний построены В. Пэр­
ри (*),  а в случае непрерывного времени и конечного множества состоя­
ний — У. Кренгелем (2). Однако в классе процессов с дискретным временем 
и конечным множеством состояний, как установили В. А. Рохлин и 
Я. Г. Синай (3), подобные примеры отсутствуют. Возникает вопрос, не об­
ладает ли всякая регулярная стационарная последовательность с конечным 
множеством состояний также и свойством двусторонней регулярности; 
Этот вопрос, формулировавшийся разными авторами (см., например, (4)), 
пользуется в последнее время особым вниманием в связи с некоторыми за­
дачами теории колец операторов и статистической физики (см. (5)).

Ниже будет построен пример стационарной последовательности с ко­
нечным числом состояний, которая односторонне регулярна, но двусторон­
не сингулярна. Тем самым ответ на поставленный вопрос оказывается от­
рицательным.

2. Мы будем пользоваться некоторыми результатами работы (6) (см. 
пример 5.2 из этой работы), в которой содержатся также все необходимые 
для дальнейшего определения и факты из эргодической теории.

Сначала опишем в самых общих чертах конструкцию искомого процес­
са. Пусть {5,} — измеримый поток, определенный в пространстве Лебега Q 
и являющийся A-потоком. По любому конечному разбиению у = (Г1, Г2, .. . 
..., Гг) пространства £2 и любому автоморфизму 5Т, т > 0, входящему в по­
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ток, можно построить стационарную последовательность {Хп, и е Z}, поло­
жив Хп(а) = г, если Sxna s Г;, Й. Любое А>разбиение для потока {5г} 
служит А’-разбиением и для Sx. Поэтому Sx есть ^-автоморфизм, откуда 
следует односторонняя регулярность последовательности Хп. Ее двусторон­
няя сингулярность эквивалентна соотношению *

* Все соотношения между разбиепиями понимаются по модулю 0 (modO).
** Можно показать, что при т 0 автоморфизм Sx изоморфен бернуллиевскому.

A V^T = e,
k>0 |п|>7г 

где е — разбиение пространства Й на отдельные точки. Для доказательства 
этого соотношения достаточно проверить, что при любом к > О

V ПА/А-- (*)
n^k n>0

Перейдем к конкретному построению потока А} и разбиения у. Пусть 
Т — автоморфизм Бернулли с двумя состояниями и вероятностями V2, 
реализованный как преобразование пекаря. Это означает, что Т преобра­
зует квадрат W — {w = (ж, у): 0 У х < 1, О у У 1} с мерой Лебега по 
формуле Ш

„ т, ; 1(2пАА если *<А,W — А У) — |(2а; _ 1, i/2y 1/2), есЛи х > А-

Рассмотрим специальный поток {&} = (Т, f), построенный по автомор­
физму Т и функции

taxb при х •< А>
= + d пр„

При Ь > О, а + 2£ > О, с + d > О, a — c = 2(d — Ъ) эта функция положитель­
на и непрерывна. Поток А} действует в пространстве

й = {и = (х, у, z) = (w, z): w e W, 0 < z <

По своему характеру он очень близок к У-потокам (см. (7)), а разбиение £ 
пространства й на отрезки вида х = const, z = const аналогично разбиению 
пространства, в котором определен У-поток, на отрезки слоев одномерного 
сжимающегося слоения. В '(6) показано, что если а #= с, то £ служит А-раз- 
бпением для потока А} **.

Построим теперь другое разбиение пространства й, аналогичное раз­
биению на отрезки расширяющихся слоев в случае У-потока. Элементы 
этого разбиения, которое мы обозначим ц, образуются в результате пересе­
чения с й всевозможных прямых вида

У = У, z = [(a-c)y-a]x + z,
где у и z — константы.

Для дальнейшего удобно предположить, что числа Ъ и d положительны 
и достаточно велики по сравнению с | а | и | с |. В таком случае при некото­
рых и е R1 и б > 0 графики функций

ф(ю) =ф(х, у) = [ (а — с)у — а] (х- !/2) +к, и = (х, у) е W,

Ф А) + 26 и ф А) — 26 принадлежат множеству й и состоят из целых эле­
ментов разбиения ц.

Разобьем Й на 3 множества ненулевой меры, также состоящие из целых 
элементов тр

Di = {A, z): z < ф А) — 6}, D2 = (A, z): ф А) — 6 A z < ф А) + 6},

D-. = {A, z): z> ф А) + 6}.
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Каждое из Dt, i = 1, 2, 3, разобьем на две части, отнеся к одной из них точ­
ки (^, у, z) с у < ’/г, а к другой — точки (ж, у, z) с у 1/2. Получеппое раз­
биение пространства Q на 6 множеств обозначим а.

Построим еще разбиение р на 4 множества, определяемые соответствен­
но условиями х<1/2, z < min f(w) 12 и аналогичными неравенствами с 

W
остальными тремя комбинациями знаков < и >.

Пусть ■у = а\/ и т — положительное число, не превосходящее мини­
мального из чисел б, min/(zr') / 2.

W
3. Мы докажем соотношение (*),  опираясь на следующие факты, пер­

вые четыре из которых вытекают непосредственно из определений.
1°) Под действием потока {5J все точки, принадлежащие одному эле­

менту разбиения совершают скачки в одни и те же моменты времени 
(мы говорим, что точка © е Q совершает скачок в момент t, если Sta) имеет 
вид (ж, у, 0)).

2°) Всякий элемент разбиения Stt, при t < 0 состоит из одного или не­
скольких элементов разбиения 5, т. е. отрезков вида х == const, z = const.

3°) Если два элемента разбиения ц лежат на параллельных прямых, то 
они находятся в одной плоскости вида у = const.

4°) Под действием потока {S_J все точки, принадлежащие одному эле­
менту разбиения ц, одновременно попадают в множество О2, оказываясь 
при этом снова в одном элементе гр

5°) ц< \/^«, \/5;"В.
п>0 п>0

Соотношения 5°) доказываются почти одинаково и довольно просто. 
В рассуждениях используется кроме определений лишь эргодичность авто­
морфизмов Sr"1.

6°) При любом t > 0 т] V S-tZ, = е.
Для доказательства рассмотрим произвольный элемент Со разбиения £ 

и любые два элемента Ci п С2 того же разбпенпя, входящие в S_fC0 (см. 
п. 2°)). Пусть отрезок С., i = 0, 1, 2, определяется уравнениями х = х;, z = 
— Zi. Если под действием потока за время t отрезок С, совершает п, скач­
ков, а отрезок С2 совершает п2 скачков, то

х, = (ж0 + к) / 2\ х2 = (х0 + 12) / 2’\

где h, 12 — целые числа и 0 I, < 2”‘, 0 «£ 12 < 2"2. Кроме того, для любых 
точек (шъ Zi) е Ci и (ш2, z2) е С2

«1—1 «2—1

— zi + 3 / (ГХ) + Z0 = — z2 + 2 / (^a) + z0 = t
2=0 7=0

и, следовательно, угловой коэффициент х = (z2 — гД / (х2 — Xi) равен

i p-i «1-1

-^=дг[2 /(^) - 2 /(^М-
i=0 i=0

После подстановки значений функции / последнее выражение примет вид 
(Ах0 + В) / (Лх0 + В), где коэффициенты А, В, А, В однозначно опреде­
ляются по Tii, п2, li, 12. При фиксированном t каждое из этих чисел может 
принимать лишь конечное множество значений. Поэтому для всевозмож­
ных отрезков Со, Ci и С2 угловой коэффициент х выражается через х0 с по­
мощью конечного числа дробно-линейных функций. Некоторые из этих 
функций могут быть константами. Обозначим их Xi, х2, .. ., хт и выкинем 
из пространства Q все элементы разбиения т], лежащие на прямых вида 
у — const, z = 7.,х + const, i = 1, 2, . . . , m. Из 3°) видно, что выкинутое мно­
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жество образовано конечным числом прямоугольников и, значит, имеет 
нулевую меру. Так как дробно-линейная функция, не сводящаяся к конс­
танте, принимает каждое свое значение в единственной точке, для любого 
не выкинутого элемента С разбиения г] существует такое конечное мно­
жество Х(С') cz [0, 1], что С может пересекаться более чем в одной точке 
лишь с теми элементами разбиения S-ttJ, которые имеют вид »S’_tC'o, где

{(^г, р, з) ^2: х = Zo}, х0 X(С ).

Из сказанного вытекает, что объединение элементов разбиения 
пересекающихся с данным С' в двух и более точках, проектируется на 
плоскость z = 0 в конечное число отрезков вида х = const и, следователь­
но, пересекается с С в конечном числе точек. Таким образом, инду­
цирует на С', с точностью до множества условной меры 0, разбиение на 
точки. Тем самым утверждение 6°) доказано.

Требуемое соотношение (*)  моментально доказывается при сопостав­
лении пунктов 5°), 6°).

Замечание. Из построения, описанного в п. 2, видно, что разбиение у 
содержит 24 элемента. Слегка изменив конструкцию, можно сократить 
число его элементов до двух и тем самым получить пример стационарной 
случайной последовательности с двумя состояниями, обладающей свойст­
вами односторонней регулярности п двусторонней сингулярности.

Простой пример стационарной последовательности с аналогичными 
свойствами, но несчетным множеством состояний приведен в (4). Извест­
ные результаты (см. (8_1°)) показывают, что подобные примеры можно най­
ти и среди гауссовских последовательностей. Я благодарен акад. А. Н. Кол­
могорову, обратившему мое внимание на последнее обстоятельство.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 26 VII 1972
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