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Обозначим через К(г, 7?) кольцо r< |z| < R, а через А (К) — про­
странство функции, аналитических в кольце К {г, R).

Система функций {фп(г)}п=-«>, Ф«(2) е K(r,R), называется полной 
в кольце К (г, R), если любая из функций /(z) ^А(К) может быть 
приближена с любой наперед заданной степенью точности линейной ком­
бинацией функций данной системы {cp„(z)}, т. е. имеем

п
inf max / (z)— 2 \fpj(z) =0-
(X) Z^K j——n

Известно, что любую функцию /(z) <= А (А) можно единственным об­
разом представить в виде ряда Лорана:

со
/(г)= 2 cnz".

7?=—X
Это свидетельствует о том, что система функций образует ба­
зис и, следовательно, полна в любом конечном кольце K(r, R).

Пусть {фп и {фп (z)}Z=_=o — две системы функций, анали­
тических в кольце К(r,R), причем первая пз этих систем полна в данном 
кольце K(r,R). В дальнейшем мы воспользуемся следующим критерием 
полноты: если каждая функция системы {<pn(z)} может быть приближена 
с любой наперед заданной степенью точности линейной комбинацией 
функций {ф„(г)}, т. е.

Рп
inf max | фп (z) — 2 ЧЛ (2) | = 0,
W ZSK 1=~Рп

то система {ipn(z)} также полна в кольце А(г, А).
Теорема 1. Пусть функция F (z, и) определяется как

оо
A(z,u) = 2 <Pn(2)wn (!)

n=—оо
при условии, что ряд (1) сходится равномерно по каждому переменному 
в кольце K(r,R), где г < 1, R > 1, при любом фиксированном значении 
другого переменного также из кольца K(r,R). Кроме того заданная си­
стема {ipn(z)}, ipn(z) s А (К), полна в кольце K(r, R).

Тогда для полноты системы функций
фп(2) = ~2^Г S « = 0,±1, + 2,(2)

19=1
в кольце K(r,R) необходимо и достаточно, чтобы система функций 
{фп(2)}, фп(2) е А (А), была полной в кольце K(r, R).

Доказательство. В силу единственности ряда Лорана, ряд (1) 
будет рядом Лорана функции F(z, и) по переменному и при фиксирован­
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ном z и имеют место формулы
^H=^-\-^rF(z,t)dt, и = 0, +1, + 2,..., (3)

причем удобно полагать, что у — единичная окружность |i| =1.
• Пусть система функций {Фге(г)}, Ф„(г) еЛ(К), полна в кольце 

K(r,R). В силу аналитичности функций п = 0, ±1, ±2,. .., на ок­
ружности |i| = 1 и в силу полноты системы £", п = 0, ±1, ±2,..., во всем 
кольце К (г, R), при |f| = 1 имеем

тп
$n(t) = 2 ^n,^k+1 + Smn(i)-

k=-mn

Подставив выражение ф„(£) в формулу (1) и имея в виду (3), полу­
чим равенство

тп
фп(г)= 2 + бт„, (4)

^=-mn

где 16m„] < е и е > 0 — сколь угодно малое число.
Йз равенства (4) следует, что система функций {(pn(z)} полна в том 

же кольце K(r, R), в котором полна система {Ф„(г)}_ Необходимость до­
казана.

Предположим теперь, что система {cpn(z)} полна в кольце K(r, R). 
В силу аналитичности tn, п = 0, ±i,. .., на окружности |i| = 1 ив силу 
полноты системы {"фп(г)} во всем кольце ТЦг, R). имеем

1 _ Рп
tn+l 2 (О “Г (0‘

*='рп

Подставив выражение tn, п = 0, ±1, ±2,. . ., в формулу (3) п имея 
в виду равенство (2), получим

рп
<Pn(z)= 2 Bn,k^k (z) + 8Рп, п = 0, ±1, + 2,...,

при любом z из кольца K(r,R), где |6Р„| < 8i и 8i>0 —сколь угодно 
малое число. Последнее показывает, что система {фп(2)} полна там, где 
полна система {ФА(г)}. Достаточность также доказана. Рассмотрим не­
сколько частных случаев:

1) Пусть {vn}n=_oo — подпоследовательность целых чисел такая, 
что <p,„(z)^O, п = 0, ±1, ±2,. .. Положим {ЛJ_oo = {n}”*, \ {v„}“oo. В 
этом случае можно говорить о полноте системы функций {Фп(г)} в неко­
торой области (О), являющейся частью кольца К(т, R), т. е. справедливо

оо

Следствие 1. Если функция F (z, и) = 2 Фхп (z)аналитиче- 
П~—СО

скал по каждому переменному в кольце K(r,R), то для полноты системы 
{Фп(2)} в области D е K(r, R) необходима и достаточна полнота системы 
{qMz)} — ©о в той же области D K(r, R).

ОО

2) Пусть функция F (z, и) = 2 Фп (z) аналитическая по и в круге
п=о

|п| <7? при каждом z из кольца K(r,R). В этом случае из теоремы 1 
вытекает
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ею

Следствие 2. Если F (z, и) = 2 Фп (z)иП — аналитическая функ- 
п=0

ция по и в круге |п| < R и аналитическая по z в кольце K(r,R), то для 
полноты системы функций {Ф„(г)} в кольце K(r,R) необходима и доста­
точна полнота системы {ф„(г)}о°° в том же кольце K(r, R). оо

3) Положим ljln(z) = (z—-Ct )’ ’ где < 1 и Ряд 2 (1 — 1а»1)
' ™ п=0

расходится. Известно, что система функций (—1 полна в области 
I z “nJ

|z| > 1 (см. (*), стр. 277—280). В этом случае из равенства (2) находим 
Ф„(г) = F(z, ап), п = 0, 1,.. ., и из теоремы 1 вытекает

ОО
Следствие 3. Пусть F (z, и) = 2 fP« (z)~ аналитическая функция 

п—0
по каждому из переменных и, z в круге |и| < R при фиксированном 
значении другого переменного. Для полноты системы функций {F(z, а„)} 
в круге |z| <R или в некоторой области (Z9), принадлежащей кругу 
|z| < R, необходима и достаточна полнота системы функций (<pn(z)} в 
круге | z | < R или в той же области (D).

Это утверждение является обобщением и уточнением теоремы И. И. Иб­
рагимова (2), где доказана достаточность условия.

оо

4) Пусть теперь фупкция / (z) = 2C»Z” 113 пространства А(Е) тако-
— оо

ва, что сп=А0, п = 0, ±1, ±2,... Положим, что cp„(z) = cnzn. В этом случае
оо

F (z, и) — 2 сп (zu)n = / (zu) и справедливо
П= — оо

Следствие 4. Пусть система функций (ipn(z)} полна в кольце 
K(r,R) uf(z) е А (К) .Тогда для полноты системы функций

ф"= и = о, + 1,...,
1'1=1

в кольце K(r,R) необходимо и достаточно, чтобы все коэффициенты Лора­
на функции f(z) были отличны от нуля.

В частности, пусть {v„} — некоторая подпоследовательность целых чи­
сел и функция /(z) е А(К) такова, что с,„ = 0, п = 0, ±1, ±2,... В этом 
случае также можно говорить о полноте системы функций (Ф„*(г)} в не­
которой области (И), являющейся частью кольца К (г, R), т. е. справедливо

со

Следствие 5. Если функция f(z) = 2 с'еп^п, г^е С'’» = (Х п =
П=—оо

= 0, ±1,..., и = {п} \ (v„) принадлежит пространству А(К), то для 
полноты системы функций {Ф„*(з)} в области (D) с К необходима и до­
статочна полнота системы функций {zS.} в той же области D.

В частности, положим, что f(z) — аналитическая функция в круге 
| z | < R, т. е. с„ = 0, п = — 1, —2,.. . Положим, что /(z) такова, что еще и 
Cv„=0, ?г = 0, 1, 2,..., где {v.,} — некоторая подпоследовательность нату­
ральных чисел. В этом случае из последнего утверждения вытекает

се

Следствие 6. Если f (z) = 2 z?'n е А (| z |< R), где cv„ = 0 и
71—0

{%„}»“ = {м}о“ \ {v„}o°°, и система {if„(z)} полна в кольце K(t,R),to для 
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полноты системы функций
Ф" = 1ST S dt

Kl=i

в области D (|z| < R) необходима и достаточна полнота системы {г'"} 
в области D.

Доказательство достаточности этого утверждения, в случае кп = п, п = 
= 0, 1, 2,..., принадлежит И. Ф. Лохину (3).

В качестве примера рассмотрим случай, когда ip„(z) =1/ (z — а„),

|а„| <1, п = 0, 1, 2,..., и ряд (1— | лп |) расходится. Во-первых, по- 
п=0

ложим, что F(z, и) — аналитическая функция по z в кольце К (г, R) и ана­
литическая по и в круге |u| < R. В этом случае в силу (3) функции cp„(z) 
имеют вид

, . 1 Г F(z, t)dt dnF (z,t) I
in+i — 0tn i=o’ '

|t|=i

= F{z, nJ.

В то же время, в силу (2), имеем 

ф (z) = . 1.. f F
11' ' 2ni J t — an

KI=1 "

Таким образом, справедливо
Следствие 7. Пусть функция F(z, и)

K(r, R) и аналитическая по и в круге | и| < R. Кроме того, последователь­

ность комплексных чисел {к„}, где |an| < 1, такова, что ряд

аналитическая no z в кольце

оо

2 (1 — |
п=0

производных 
чтобы систе-

расходится.
Тогда для полноты системы последовательных

( dnF (z t) I 1
|——Lof 6 кольце K(r, R), необходимо и достаточно, 
ма {F(z, ап)} была полна в кольце К (г, R).

В частности, положим, что F (z, и) =/(г + и), причем /(z) — аналити­
ческая функция из класса А (|z | < 1 + R). Легко заметить, что в этом слу­
чае функции <pn(z) имеют вид <pn(z) = f{n) (z), n = Q, 1,..., и Ф„(г) = 
= f(z + ап), п = 0, 1, 2,.. . , т. е. справедливо (см. (4)).

Следствие 8. Пусть f (z) е А (| z | R + 1) и {«„} — последователь- оо
ностъ комплексных чисел, причем | ап | <1 и ряд 2 (1 — [ а„ |) расходится. 

п=о
Тогда для полноты системы функций {f{n') (z)} в круге |z| <R необ­

ходимо и достаточно, чтобы система функций {/(z + a„)} была полна 
в круге | z | < R.
Институт кибернетики
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