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В потенциальном потоке идеальной несжимаемой жидкости, покоя­
щейся на бесконечности, движется пузырь с поверхностью S. Неоднород­
ный поток вызван движением поверхности So, состоящей из одной или не­
скольких связных частей, на которых заданы кинематические условия 
(фиксирован закон движения). Потенциал поля скоростей Фо основного 
потока, вызванного только движением поверхности So определяется из 
решения задачи Неймана и предполагается известной функцией прост­
ранственных координат и времени.

Потенциал поля скоростей жидкости Ф, обусловленный движением пу­
зыря 5 и поверхности So, можно представить в виде Ф = Фо + Ф, где Ф — 
гармоническая функция в объеме, занимаемом жидкостью, стремится к ну­
лю на бесконечности и удовлетворяет следующим граничным условиям:

Эп [s ~ Vn дп |s’ дп |s0 “ °’

где vn — нормальная скорость перемещения границы пузыря.
Задача состоит в выводе уравнений, определяющих движение пузыря 

в заданном потоке.
Запишем вариационный принцип для объема V, ограниченного изнут­

ри поверхностями S и So, а снаружи сферой Se:
t, t, g

б^р-^-drdf— \ \ (р— pU)8xanadS dt = 0; (2)
Ну" Ц S+So4-Se

здесь и далее па — компонента нормали, внешней к объему V, занимаемо­
му жидкостью, по одинаковым индексам а подразумевается суммирова­
ние (а = 1, 2, 3); U — потенциал массовых сил. Виртуальные перемеще­
ния 8ха должны удовлетворять уравнению несжимаемости.

Если течение жидкости потенциальное, а положение и форма пузыря 
однозначно определяются конечным числом обобщенных координат 
qi, q2,..., qn, то, переходя к пределу в уравнении (2) при стремлении ра­
диуса сферы Se к бесконечности и выделяя голономную часть, можно 
найти лагранжиан динамической системы с конечным числом степеней 
свободы, а затем получить обыкновенные дифференциальные уравнения 
движения этой системы. Для выполнения этих преобразований необходи­
мо учесть, что

где 8q( — вариации координат Поэтому

~ (г28ха) = г2 бпа 4- 2х^ 8ха) г2 = хаха.
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Поскольку скорость va на бесконечности является малой порядка не 
ниже 1 / г2, то из последнего равенства можно заключить, что г2Ьха на ко­
нечном промежутке времени является ограниченной функцией.

Интеграл по объему V в (2) сводится к поверхностному интегралу. 
Подынтегральная функция р — pU на бесконечности, как следует из ин­
теграла Коши — Лагранжа, стремится к с (t) -функции, зависящей только 
от времени. Таким образом, в пределе вариационное уравнение (2) при­
водится к виду

ti S-\-Sq

t2 *
(Р ~ Р^) ^хапа dS + С (J) 6V^| dt = О,

где
11 8

здесь б И имеет смысл вариации объема пузыря. Интеграл от р — pU по по­
верхности So равен нулю в силу условия внешних связей на этой поверх­
ности 6ха Па = 0.

Если давление газа внутри пузыря ре однородно, то виртуальная рабо­
та на поверхности пузыря сил давления равна pgf>V— о 65, где о — коэф­
фициент поверхностного натяжения жидкости, 65 — вариация площади 
поверхности пузыря.

Таким образом, вариационное уравнение можно представить в следу-

(3)

где L — лагранжиан системы — зависит от времени t, обобщенных коор­
динат qi и скоростей q.'. Последний интеграл в выражении L берется по 
объему пузыря V.

Пусть вариации 6qt — 0 при t — tt, t = t2. Тогда уравнения движения, 
соответствующие вариационной задаче (3), имеют вид

d dL _dL_ _ ЭР 
di dq\ d9i ~ Pg d(li ’ i = 1, 2,..., n. (4)

Обобщенные силы pgdV I dqt, вообще говоря, нельзя включить в функ­
цию Лагранжа, так как в общем случае pg может зависеть от дополни­
тельных переменных параметров (например, температуры), которые 
должны определяться из других уравнений.

Уравнения (4) сохранят свой вид, если к L добавить

V S So

Действительно, первые два слагаемых дают полную производную по вре­
мени от интеграла по объему V от функции рФ0, а последнее слагаемое 
не зависит от обобщенных координат и скоростей.

После преобразований при помощи интеграла Коши — Лагранжа для 
невозмущенного потока с потенциалом Фо, а также формулы Грина для 
гармонических функций получится следующее окончательное выражение 
для функции Лагранжа:

L = ^\®d-^dS-aS-^podr, (5)
s v

где р0 — давление в невозмущенном потоке.
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Полученная формула дает возможность эффективно решать проблему 
о движении тела малых размеров в неоднородном и нестационарном 
потоке.

Основные сложности при вычислении функции Лагранжа (5) связа­
ны с нахождением потенциала Ф на поверхности пузыря S, т. е. с реше­
нием краевой задачи (1) для многосвязной области. В дальнейшем будут 
рассматриваться приближенные решения этой задачи.

Пусть £ — отношение характерного размера пузыря к расстоянию пу­
зыря до границы So. В нулевом приближении (£ -*■ 0) потенциал Ф будет 
определяться из внешней задачи Неймана для односвязной области, т. е. 
вместо (1) необходимо выполнение лишь первого граничного условия.

Пусть характерный размер пузыря R существенно меньше характер­
ного масштаба изменения скорости основного потока. Тогда, разлагая Фо 
в ряд по шаровым функциям в окрестности пузыря и подставляя в пер­
вое условие (1), получим

дФ
дп

.о , о 5Фо= vn— vana + ..., ua = ,
S ci

(6)

где va° — компонента скорости невозмущенного потока в точке разложе­
ния, за которую удобно принять геометрический центр пузыря.

Конкретный вид функции Лагранжа (5) можно получить, если задать 
семейство поверхностей 5 с конечным числом параметров qt, однозначно 
определяющих положение и форму пузыря. Так, для сферического пузы­
ря с четырьмя степенями свободы (дч, q2, q3 — декартовы координаты цент­
ра сферы, R — радиус сферы)

L = l/3npR3(vr2 + 67?‘2) — 4л7?2о — 4/зл7?3ро, vr = q’ — v0, (7)
где Vo и ро — известные функции координат qi, q2, q3 и времени, соответ­
ствующие невозмущенному потоку.

Выражение для функции Лагранжа (7) справедливо с точностью до 
малых величин порядка R5.

Подставляя (7) в (4), с помощью уравнений Эйлера для невозмущен­
ного потока можно получить 

3 др» dU
дча

+ -|-№ 1 pg-po , 25
4 р + Р7? ’

где ро и U — соответственно давление невозмущенного потока и потен­
циал массовых сил в центре сферы.

Как видно из уравнений, пузырь постоянного радиуса в идеальной 
жидкости при отсутствии массовых сил движется с ускорением, равным 
трем ускорениям потока.

Пусть радиус кривизны поверхности Sa существенно превышает рас­
стояние z от центра сферы до So. Тогда решение краевой задачи (1) при­
ближенно равно потенциалу сферы вблизи плоской границы, а функция 
L определяется по формуле

L pR3 (у? + б№ (1 + Н) — Ql2R’vrz) - 4лй2ог - -J- nR3Po, (8)
й а а

где g = R / (2z).
После подстановки (8) в (4) получаются уравнения, определяющие 

динамику пузыря с учетом взаимодействия его с поверхностью 50.
Обобщенная сила, действующая на тело со стороны жидкости,

<9>

Если положить вариации поверхности и объема равными нулю, то 
рассмотренный подход можно применить к изучению движения твердого 
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тела в жпдкостп. Тогда формула (3) дает известное выражение (*) со­
ставляющей функции Лагранжа, соответствующей движению жидкости. 
При этом обобщенных координат будет шесть. Постоянная oS в (3) и (5) 
окажется несущественной.

Из формул (7) и (9) можно вычислить силу, действующую на сферу 
постоянного радиуса со стороны жидкости,

Fa = — -у- Vqa + -у РУм?а, (10>

где wa — ускорение жидкости в точке qa в отсутствие сферы.
Формула (10) является обобщением формулы Н. Е. Жуковского (2) 

для неподвижной сферы в потоке Фо = qp(z, z/, z)/(7).
Для твердого тела, размеры которого малы по сравнению с масшта­

бом изменения скорости невозмущенного потока, в первом приближении 
в правой части формулы (5) стоит разность кинетической энергии в от­
носительном движении и величины

Ь~-у та&(с[а — к°)(7₽ — — p0V; ' (11)

здесь maf, — коэффициенты присоединенных масс при поступательном дви­
жении тела в безграничной жидкости, qa — декартовы координаты фикси­
рованной точки твердого тела, например, геометрического центра, ка° и 
Ро — соответственно скорость и давление невозмущенного потока в точке 
qa, для простоты вращение не учтено. Формулы (9), (11) дают вы­
ражение для силы, действующей на произвольное тело со стороны 
жидкости. В частном случае сферы получается формула (10), в слу­
чае цилиндра в плоском потоке —формула, согласующаяся с результатами 
работ (3,4).

Выражение для силы Fa можно получить путем интегрирования сшг 
давления по поверхности тела, причем давление определяется из интегра­
ла Коши — Лагранжа. Однако для получения выражения для силы с той 
же точностью, что и из формулы (9), необходимо учитывать следующий 
член разложения в (6) и определять потенциал с большей точностью. 
Поэтому рассматриваемый подход является наиболее эффективным для 
определения уравнений движения тела в неоднородном потоке и для рас­
чета гидродинамических реакций.

Авторы благодарят акад. Л. И. Седова и В. Л. Бердичевского за цен­
ные замечания.

Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 28 IX 1972

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 Г. Бир кг оф, Гидродинамика, ИЛ, 1963. 2 Н. Е. Жуковский, Обобще­
ние задачи Бьеркнеса о гидродинамических силах, действующих на пульсирующий 
или осциллирующие тела внутри жидкой массы. Полное собр. соч., 2, 1935. 3 М. И.
Гуревич, Механика жидкости и газа, № 3 (1968). 4 Ю. Л. Якимов, Механика
жидкости и газа, № 2 (1970).

1030


