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1. Постановки задач. В области Q, ограниченной поверхностями
Si: (ж2 + г/2)71 = rj — 2/3zs/2, n = const >0;

S2: (ж2 + y2) ',2 = r2 + 2/3z3/2, r2 = const >0, n > r2;
S3: z = 0,

рассмотрим уравнение
z(a„+ uvy) — uZI = h. (1)

Задача I. Найти непрерывную в Q функцию и, удовлетворяющую 
уравнению (1) в Q и граничным условиям

и = 0 V (х, у, z) е S2,
и = иг = 0 V (х, у, z) е S3.

(2)
Сопряженной к задаче I является
Задача II. Найти непрерывную в Q функцию и, удовлетворяющую 

уравнению (1) в Q и граничным условиям
к = 0 V (ж, у, z) е Si. (3)

Поверхности S, и S2 являются характеристическими для уравнения (1).
Теперь рассмотрим область Qi, ограниченную поверхностями S2, S3, 

определенными выше, а в качестве Si возьмем любую кусочно 
гладкую поверхность z = cp(x, у), на которой выполняется неравенство 
z(n2 + пу2) — п2 < 0 и границей которой является окружность

X2 + / = */4(Г1 + Г2)2, Z = [3/4(г, - г2) ]Ч
их, пу, nz ‘— косинусы нормали к поверхности Si.

Сопряженной к задаче I в области является
Задача III. Найти непрерывную в Q функцию и, удовлетворяющую 

уравнению (1) в Q и граничным условиям
и = ип = 0 V (х, у, z) е Sr, (4)

здесь ип — производная по нормали к St.
На важность изучения подобных задач указано в (*)• Дальше путем 

вывода априорных оценок исследуется обобщенная разрешимость рассмот­
ренных задач.

2. Априорные. оценки. Рассмотрим тождество, справедливое для 
любой гладкой в Qi функции и:

\ uL (Du) dQ = J (uz (Du)xnx + uz (Du)ynv — и (Du)znz) dT -|-
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где Du = cuz, c(x, y, z) — произвольная пока функция, nx, ny, nz — косину­
сы внешней нормали к границе Г области Qi. В тождестве (5) положим 
с = z, zuz = v,

Z
и = Гхр (ж, у, t) dt,

Si
v — произвольная гладкая функция, удовлетворяющая условиям (2).

После соответствующих вычислений из тождества (5) получаем нера­
венство

CipLi >\Lv j >с2| y|wo, (6)
.S2IJS3 WS1

где через И* USj обозначено замыкание по норме Q'[z(ux2 + щ2) + 
\ Qi

+ uz2]dQ)'12 гладких функций и, удовлетворяющих условиям (2); WSll — 
замыкание по той же норме гладких функций и, удовлетворяющих усло­
вию (4), Ws,_1— негативное пространство, сопряженное WSl‘, W° — про­
странство интегрируемых с квадратом в Qj функций, ct, с2 здесь и дальше 
означают положительные постоянные, не зависящие от V.

Для вывода другой априорной оценки в тождестве (5) положим 
<; = ez — z~l, (sz — z_1) uz — v,

z
и = j , (et — (x, y, t) dt,

s,us
v — произвольная гладкая функция, удовлетворяющая условию (4).

Аналогично предыдущему получаем неравенство
сх | v Ь > | Lv | 1 > с21 v |w., (7)

Si 02 U Ь3
Неравенства (6), (7) справедливы для областп Совершенно так же 

выводятся эти неравенства для области Q, разница только в том, что на 
этот раз поверхность & является характеристической.

3. Следствия из априорных оценок. Из неравенства (7) сле­
дует существование слабого решения задачи I, т.е. для любого h е И70 су­
ществует функция и е W^2US> такая, что для всех гладких функций v, 
удовлетворяющих условиям (4), справедливо равенство

(A, v) = (u, Lp) ; (8)
здесь круглые скобки означают скалярное произведение в W0.

Полученное слабое решение обращается в нуль на S2 U S3 в сильном 
смысле и в. = 0 па 5'з в слабом смысле. Если слабое решение гладкое, то 
оно удовлетворяет условиям (2) в обычном смысле. Покажем, что слабое 
решение и е И^д8з задачи I единственно. Действительно, поскольку глад­
кие функции, финитные возле поверхностей S2 и S3, плотны в IVs,us,» то 
найдется последовательность гладких функций щ, которые удовлетворяют 
условиям (2) и — п, | 0 при Используя неравенство (6),
получаем, что тогда



(ht, v) = (щ, Lv).
Вычитая это равенство из (8), получим

(h — hi, v) — (и — Ui, Lv).
Таким образом, последовательность hi = Ьщ сходится по норме И^Г1 к hr 
что и требовалось доказать.

Такие же рассуждения приводят нас к существованию и единствен­
ности слабых решений задач II и III.

Определение. Функция и называется сильным решением,, 
если существует последовательность функций щ, обращающихся в нуль 
в полоске возле поверхности S-носителя граничных условий, и таких, что

Из рассмотренных выше неравенств следует существование и единст­
венность сильных решений задач I, II, III.

Следует отметить, что из этих же неравенств следует неравенство
$ jz (i>x + Vy) + v2z] dQ < Cj | Lv |wo
n

для гладких v, удовлетворяющих условиям или (2), или (3), пли (4). 
Полученные результаты обобщаются на уравнение

п п
3 UXjXi uzz "Т~ 2 VUZ Ъи = fl, (9)
i=l i=l

где A (z) — непрерывно дифференцируемая в рассматриваемой области 
функция от z, для которой k(z) >0 при z > 0, Л(0) =0, дк / dz> 0, 
остальные коэффициенты подчиняются условиям типа дифференциаль­
ных неравенств, нужных для вывода соответствующих априорных оценок.

Краевые задачи для уравнения (9) ставятся аналогично, а в опреде­
лении пространств Ws‘ вместо «веса» z участвует «вес» k(z).
Киевское высшее инженерное радиотехническое Поступила
училище противовоздушной обороны 22 VIII1972
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