
Доклады Академии наук СССР 
1973. Том 210, № 1

УДК 517.948.3+518:512+513.88 МАТЕМАТИКА

А. В. КРЯНЕВ

РЕШЕНИЕ НЕКОРРЕКТНЫХ ЗАДАЧ МЕТОДАМИ 
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ

(Представлено академиком Г. И. Петровым 4 VII 1972)

Рассмотрим уравнение
Ах = f, (1)

где А: Н Н — самосопряженный неотрицательный линейный оператор; 
И — гильбертово пространство; j е АН — заданный элемент. Предполагает­
ся, что уравнение (1) разрешимо не для всех f е Н.

Если А несамосопряжен или не неотрицателен, то вместо (1) будем ра­
ботать с эквивалентным уравнением

А*Ах  = A*f,  (2)

* Если А — положительно определенный оператор, то р(С) < 1.

где А*  — сопряженный к А оператор.
В настоящей заметке предлагается новый метод решения уравнения 

(1), удобный для реализации на ЭЦВМ.
1. Теорема 1. Пусть В: II -+■ II — самосопряженный положительно 

определенный линейный оператор, р(С) — спектральный радиус оператора 
С = (А + В)~'В. Имеет место равенство р(С) = 1.

Рассмотрим итерационный процесс (и.п.)

Ахп + ехп = + f, (3)
где х„ е Н, g > 0.

Существует ограниченный обратный (А + eZ)_1. Поэтому и.п. (3) экви­
валентен и.п.

хп = (А + е/)_|ежп-1 + (А + &I)~lf. (4)

Из теоремы 1 следует, что для оператора С = (А + eZ)_1g имеет место 
равенство р(С) = 1. Очевидно, С — самосопряженный положительно опре­
деленный оператор.

Из теоремы Красносельского (’) следует
Теорема 2. Для любого ха^ II и любого е > 0 последовательность 

{х„} из (3) сходится к решению уравнения (1).
Рассмотрим теперь и.п.

Ахп + Вхп = В „-I + /, (5)

где х„ ~ А: В — оператор, удовлетворяющий условиям теоремы 1. И.п. (5) 
эквивалентен п.п.

z,. = + (А + Z?)-*/,  (6)

где С = (А + В)_1В. Из теоремы 1 следует, что р(С) = 1 *.  Если операторы 
(A+Z?)-1 и В не коммутируют, то С — несамосопряженный оператор. 
Имеет место

Теорема 3. Для любого х0 е II последовательность {хп} из (5) схо­
дится к решению уравнения (1).
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2. Пусть Но — множество таких х, для которых Ах = 0. Пусть 
Н = Но + Н° — прямая сумма подпространств Но и Н°, Ро — проектор на Яо- 
Справедливы следующие утверждения.

Лемма 1. Для того чтобы последовательность {хп} из (5) сходилась, 
необходимо и достаточно существование решения уравнения (1). Выбор 
Жо е Н на сходимость {хп} не влияет. Точнее, если {хД сходится при неко­
тором фиксированном Хо, то {хп} * сходится при любом выборе ха е Н. Если 
уравнение (1) имеет единственное решение х* , то хп х*  для любого 
х,.^Н. Если же уравнение (1) имеет несколько решений, то при различ­
ных х, последовательности {х„} сходятся, вообще говоря, к различным ре­
шениям.

* Мы не делаем различий в записи последовательностей {хп} при различием вы­
боре х0.

** Если q = 1, то оценка (9) принимает вид
|| х* - < |К Мо (») + бп || 5“’1| [MNU + MN || B-i || + 1 + о (б)].

Лемма 2. Для любого решения х*  уравнения (1) существует ха та­
кой, что хп ->• х*.  Последовательности {ж„} с одинаковыми Рохо сходятся 
к одному и тому же решению.

Лемма 3. Существует единственное решение х± уравнения (1), такое, 
что Рох± = 0. Из всех решений решение х± и только оно имеет минималь­
ную норму. х± может быть получено как предел последовательности {ж„} 
из (5), если за начальный элемент х0 взять такой, что Рах0 = 0, в частности, 
достаточно взять ха = 0.

х± принято называть нормальным решением уравнения (1) (2).
Если (1) имеет несколько решений, то часто требуется выбрать из них 

такое а?опт, для которого
1копт ^з11 = min Ik - Жз||, (7)

здесь х3 — заданный элемент и минимум берется по всем решениям урав­
нения (1).

Лемма 4. Для сходимости из (5) к жопт из (7) необходимо и до­
статочно, чтобы Р0х0 = Р0х3.

3. На практике обычно оператор А и элемент f известеп приближенно. 
Более того, даже если А и / известны точно, то при фактическом решении 
системы (5) обязательно вносятся ошибки хотя бы за счет округления 
цифр. Применяя принцип эквивалентного возмущения, мы всегда можем 
считать, что ошибки промежуточных вычислений эквивалентны некоторо­
му возмущению А и f. В связи с указанным выше рассмотрим и.п.

(Л + AA)xn' + Bzn' = Bxn_l' + f + Af, . (8)

где АА и А/ — суммарные возмущения И и /соответственно. Пусть ||А/|| С б, 
II АЛ || М8, Ц/ll «С N, ||5~‘АЛ || < 1. Существует постоянная М > 0, не за­
висящая от п, такая, что |kJ| С Na для всех п; здесь {хп} из (5). Обозна­
чим || (Л + В) ~'В|| = g > 1.

Теорема 4. Пусть х*  — решение уравнения (1), для которого хп -> х'.. 
Тогда имеет место оценка **

IIх - хп || < Мй (п) + б 1| Л-1 [| [MNoq + MN И 5-11| + 1 + о (6)1; (9) 

здесь 0 < Мп(п) -> 0 при п +°°, 0 о (б) <Тоб, Со от б не зависит.
Теорема 5. Для любого е > 0, любого х>, е II {так что хп -*•  ж*)  и лю­

бого ц >1 существуют б0 = б0(е, Г], хА) > 0 и целое пй = пДе, х0) > 0 та­
кие, что из неравенства 0 б б0 следует неравенство ||ж*  — жп'|| е для 
всех целых п(= [п0, т)-п0].

Теоремы 4 и 5 показывают, что при неточном задании оператора Л и 
элемента / существует такое п0Пт > 0, возможно, бесконечное, при котором
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;Ц* —опт||=minЦ^* —Возникает естественный вопрос о нахождении 
П>0

ггопт. Пусть А и В — матрицы порядка т X т. Пусть Xi,..., — сингуляр­
ные числа матрицы АВ~\ Amin — минимальное из отличных от нуля чисел 
{М> <7 = 1/ (1 + ) < 1. Тогда за приближенное значение Щпт можно
взять [ж], где х — корень уравнения

= бЛ/^/ri + М2х3- (10)

здесь Mi, М2 — положительные постоянные, зависящие только от матриц А, 
В и векторов f, ха. Можно выписать формулы для нахождения чисел М2, 
но, к сожалению, они имеют довольно громоздкий вид.

4. При фактической реализации и.п. (5) на ЭЦВМ будет рассматри­
ваться и.п. вида (5), где А — неотрицательная симметричная (тХ т) -мат­
рица (или А — положительно определенная, но плохо обусловленная матри­
ца) , В — положительно определенная симметричная (т X т) -матрица, все 

и f принадлежат Ет. Так как матрица А + В симметричная положитель­
но определенная и не является плохо обусловленной, то для решения си­
стемы (5) применим следующий простой и эффективный метод. С помощью 
метода квадратных корней (3) представим А + В = С'С, где С — верхняя 
треугольная матрица. Система (5) эквивалентна системе

С'уп = Вх,,. + /, Cxn-i = yn-i. (11)

Система (11) на каждом шаге может быть легко решена с большой точ­
ностью. Заметим, что для нахождения матрицы С требуется 0,5т3 эквива­
лентных сложений (э.с.), для реализации одной итерации по формулам 
(11) требуется 4,5т2 э.с. Точность результата возрастает, если вычисления 
проводить с повышенной точностью (например, двойной).

Для реализации и.п. (5) можно применять и метод Воеводина (4). 
В этом случае затраты машинного времени такие же, как и в схеме Воево­
дина, соединенной с методом регуляризации (5).

Метод, предложенный в настоящей заметке, был применен для нахож­
дения решений интегральных уравнений первого рода и систем линейных 
неоднородных алгебраических уравпеиий с плохо обусловленными или 
вырожденными матрицами и дал хорошие результаты. В качестве В брали 
диагональные и трехдиагональные матрицы, соответствующие регуляри- 
заторам Тихонова нулевого и первого порядка (5) соответственно.

Следует отметить, что в работе (6) встречается и.п. вида (3).
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