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(Представлено академиком И. Н. Векуа 21 VII 1972)

В настоящей заметке приводятся некоторые предложения о существо­
вании колеблющихся решений дифференциального уравнения

и" (t) = f(t,u(xi(t)),..., w(x„(i)), иЦтДЦ,..., u'(xn(t))). (1)

Эти предложения являются специфическими для дифференциальных 
уравнений с запаздывающим аргументом, ибо при Xi(t)=t, i = l,...,n, 
они теряют смысл.

Всюду в дальнейшем предполагается, что функция f(t,Xi, ... ,хп, 
у 17..., у„) определена в области 0=С£<+°°, — °° < xt, yi < +°°, i = 1,... 
..., п, удовлетворяет локальным условиям Каратеодори и

f(t,xl,...,xn,yl,...,yn)xl>0 при Х|^0*,

* В случае, когда f(t, zi,..., z„, yt,..., y„) zt 0, вопрос о колеблемости 
решений уравнения (1) рассматривается в

а функции тЩ), i = 1,..., и, непрерывны в промежутке [0,+°°), т;(£) < 
< t при t е [0, +°°), Т; (t) Ti (£) и lim T, (i) = +°°, г = 1,..., п.>-j-oo

Функцию и(t) назовем правильным решением уравнения 
(1), если она является решением этого уравнения на некотором проме­
жутке [£о,+°°) и u(t) 0 при /е[а,+°°) для любого ае[10,+°°).

Правильное решение уравнения (1) назовем колеблющимся, если 
оно имеет последовательность нулей, сходящуюся к +°°, а в противном 
случае — неколеблющимся.

Введем следующее
Определение. Будем говорить, что уравнение (1) обладает 

свойством А, если каждое правильное решение этого уравнения яв­
ляется либо колеблющимся, либо монотонным и неограниченным. При 
этом существуют решения обоих типов.

Теорема 1. Пусть найдется такая функция tp(i, Xi,..., хп), опреде­
ленная в области 0 «£ 1 < +°°, — < х{, х2,. . ., х„ < +°° и удовлетворяю­
щая локальным условиям Каратеодори, что

0 «£ ф(£, Xi,..., хп) С cp(i, zt, ..., z„) при i^O, XiZ/^0, (2)

XiXi >0, | Xi | < | z; |, i = 1,..., n.

Пусть, кроме того, на множестве

D = {(£, х^ ..., хп, у>, ...,уп)-. 0 Z< +°о, XiXi > 0, | Xi | > | хх |,

XiPi 0, i = 1,..., п} 
соблюдается неравенство

f(t, Xi, ... ,хп, yt,.. •, уп) signals*  q(t, Xi,..., xn) (3) 
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и при любом to е [0, +°о)

sup {р;(С, С): С > С} =+°°, 7=0,1,
где р/i, i*)  — верхнее решение задачи

77 = — Ф (С (— I)7 (*  — Ti (0) Р, .. ., 1);' (t — тп (0) р), р (Г) = 0.

Тогда уравнение (1) обладает свойством А. 
Следствие. Пусть в области D соблюдается неравенство

п mi

f(t,X!, ...,хп,уъ..., 2/„)signa;1>g(?/1, . . ., уп) 2 <0 («) ПЫ’Ч (4) 
г=1 j=l

™г
где A.jSsO, j = 1,. . ., пц, тп, е {1,..., n} 2 < i> i = 1, • ■ •, С функ-

3=1
ция g(yi,..., уп) непрерывна и положительна в области — °° < z/; <+°°, 
1 = 1,..., п, а функции щ(ф), i = 1,..., п, неотрицательны и суммируемы 
на каждом конечном отрезке промежутка [0,+°°).

Тогда условие
п -l-30 тг
2 j ai (О П (z — Х3 dt = + ЭО 

г =1 О 3 =1
достаточно для того, чтобы уравнение (1) обладало свойством А.

Теорема 2. Пусть функция Ti(i) абсолютно непрерывна, 0С 
С x/(i) С 1 при 0Ci<+°° и найдется такая функция <p(t, xh ..., хп), 
удовлетворяющая локальным условиям Каратеодори и условию (2), что 
на множестве D соблюдается неравенство (3) и при любом i0 е [0, +°°) 
имеем

sup {рДС; Г): Г > С} =+°°, / = 0,1,
где pXi; Г) — верхнее решение задачи

77 = — V — Ti (0)а Ф (С (t — Ti (0)1_“ Р, • • •, (i — Ti (i))1_a р), р (С) = О,

а ае [0,1].
Тогда уравнение (1) обладает свойством А.
Следствие. Пусть функция xt(i) абсолютно непрерывна, ОС 

Ст/(£) Cl при OCi<+°° и на множестве D соблюдается неравенство

(А), где mt, nit е {1,..., п}, = 2 X;j-< 1, i = 1, .. ., п.
3=1

Пусть далее найдется такое число = [О, 1], что
п 4-с©
2 j аЛ) (t-xЛФ dt =

4=1 О
Тогда уравнение (1) обладает свойством А.
Теорема 3. Пусть функция Xj(t) абсолютно непрерывна, ОС 

С x/(i) С 1 при О С t < +°°, lim —<^1 и в области OCi<+°°,

— оо < Xi, у, < +°о, i — 1,..., п, соблюдается неравенство
п mi

gi (.Vi, ■■■, Уп) 2 at (О П I хз PiJ < / (i, яс . . ., xn, у-!,..., yn) sign x1 <
г =i j=i

n mi

g> (У1, . ■ . , Уп) 2 al (О П I X3 |X
i ^1 j=l
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где 5s 0, j — 1,..., 7п,, 777, {1,..., n}, 24j 1> г = 1,..., n, функции
3=1

gk(yt, ..., yn), k = l,2, непрерывны и положительны в области —оо < 
<г/,<+<», г = 1, ..., 77, а функции at(t), 1 = 1, ...,п, неотрицательны и 
суммируемы на каждом конечном отрезке промежутка [0,+°°).

Тогда условие
Ч-эс п
J 2 ai (0 °о
О г=1

необходимо и достаточно для того, чтобы уравнение (1) обладало свойст­
вом А.

Теорема 4. Пусть в области 0 < t < +оо, —оо < х,, у г < + оо, i = ц . . .
.. . , 7?, соблюдается неравенство

mi
0 / СТ гщ, . . . хп, У\, .... уп) sigil х± 2 аг (0П

2—1 2=1

где X,j > 0, 7 = 1, . . . , 777,, 777, f= {1, . . . , 77}, 2 ^13 1, 7 = 1,..., 77, а функ-
7=1

ции af(t), i = 1,..., п, неотрицательны и суммируемы на каждом конеч­
ном отрезке промежутка [0, + °°).

Если, кроме того, соблюдается условие
Y*(i)  п

lim(T*(Z)  — t) f 2ai(s)^<+°°,
t i=i

где
fit) = sup {s: Ti(s) < t},

то уравнение (1) имеет правильное ограниченное решение. При этом лю­
бое колеблющееся решение является ограниченным.

Следствие. Пусть функция а(Т) положительна и суммируема на 
каждом конечном отрезке промежутка [0, +°°),

4-°о Z4-A

\ a (t)dt= А-оа и lim a (s) ds оо.
о ' f

Тогда уравнение

и" (t) = a(t) I u(t — A) IK slgnu(t — A),

где 0 < Z < 1 и A = const > 0, обладает свойством А и все его колеблю­
щиеся решения являются ограниченными.
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