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Псевдопластическая жидкость является одной из моделей аномально 
вязких, неньютоновских жидкостей. При обтекании твердых тел в таких 
жидкостях, так же как и в жидкостях с обычными свойствами, образует­
ся пограничный слой. Движение псевдопластической жидкости в погра­
ничном слое описывается системой уравнений, аналогичной системе 
Прандтля. Вывод этих уравнений и математическая постановка задач да­
ны, например, в книге (*)•

Нестационарное плоскопараллельное симметрическое течение псевдо­
пластической жидкости в пограничном слое описывается системой вида

u,t + иих 4- vuy = Ut + UUX + v( | nJ n~'uy)y, 0 < n < 1, Ux + nB = 0, (1) 

в области Z)A-{0 t < °°, 0 x 'C X, 0 С у < °°} с условиями

IT | /=о === Ho (<Z', //) , ZT | x—о 0, IX | y=o 0, П | y=o v0 (i, x), v > U (/, x)
(2) 

при у -► °°.
Здесь U(f, x) — заданная продольная компонента скорости внешнего 

течения, U (i, 0) =0, U (i, х) > 0 при х > 0, и и v — компоненты скорости 
движения жидкости в пограничном слое, v —некоторая постоянная, зави­
сящая от свойств жидкости, и0 и Ко — заданные функции. Мы будем пред­
полагать, что U(t, х) = xV(t, х), V > 0, v0(t, х) — xln~i)/(n+l\vi(t, х), V и 
Vi — ограниченные функции.

Задачу (1), (2) сведем к задаче для одного дифференциального урав­
нения с частными производными. С этой целью в задаче (1), (2) перейдем 
к новым независимым переменным

x = t, % = х, i} = u/U (3)

и введем новую неизвестную функцию

гк(т, ц) = |ив|"“1ив/ж(п_1,/(п+1)С7. (4)

В результате система (1) с условиями (2) сведется к уравнению 

vnV(1_n)/nzn21 ip| <1_П>/Пщпп — ivx — rjxViVi + Aw,t + Bw = 0 (5)

в области Qx{0 < т < °°, 0 С g У, 0 < ц =C l} с условиями 

u>|r=o = «>о(£, Л) = |иОв|п_1мОв/а:(п_1,/<”+1)С7, z^|n=1 =0,

(vzp | w | (1_n)/niPn — ViW | w | <1-n)/n + C) 14=o = 0; (6)
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4 = (ц2 — 1) (7 + |УХ) + (П - 1) Ft/v, В = - п (V + |УХ) - Vt/V,

C = V(n~i)/n(V + ^Vx + Vt/V).

При некоторых предположениях относительно функций V и z?i задача 
(5), (6) имеет такое решение w, при котором существует преобразование 
переменных, обратное преобразованию (3), (4). Это позволяет доказать 
существование решения задачи (1), (2) и установить некоторые его свой­
ства, исходя из свойств решения задачи (5), (6).

Существование решения задачи (5), (6) докажем на основе метода пря­
мых. Для произвольной функции /(т, £, ц) через /* г(ц) обозначим f(kh, 
Иг, т|), где h = const > 0. Уравнение (5) ,с условиями (6) заменим системой 
обыкновенных дифференциальных уравнений

на отрезке 0 < ц < 1 с условиями

w^'1 (ц) = w0(lh, г]), мЛг(1)=0,
(vu>*> l\wk-1 |(1-n) n lwk'l\wk'1 |(1-n)/n + Ck’ ’) |ri=0 = 0. (8)

Далее всюду Ct и Mi — положительные постоянные, не зависящие от h. 
При решении задачи (7), (8) используется следующий результат.

Лемма 1. Предположим, что V (t, 0) = a=const>0, Vi(t, 0) = b =
— const. Дифференциальное уравнение

vna{1-n)/nY(1+n)/nYm + (ц2 - 1) аУч - ц У = 0 (9)

на отрезке 0 ц 1 с условиями

У(1)=0, ^У1/ЛУЛ-6У1/" + а<2п-1,/’1) |п=о = О (10)

имеет решение, обладающее следующими свойствами:

МД1 — л)2"№+‘> С У<ЛГ2(1 —
—МД\ — л)<"-*’/<"+!) у„с —Ж(1 —

У1/пУлг,<-Л76.

Лемма 2. Предположим, что Ux > 0 при 0 X, выполнено пред­
положение леммы 1, функции V, Vx, v,, vix, Ах, Вх, Сх ограничены, | У(| 
^М1х, \VtIV\^MiX, М9х, Ml0x, Ictl^Mux, vlt> —Ml2x,
Ye~M^ C iPo Уем«5, | w0E| С Л/15(1 — Ti)2n/<’l+1), w0 имеет непрерывную 
производную no ц при 0 < ц < 1, УТ|едгЛ С u>On< Уле_м«5,
— Л/18(1 — ц)2"/(п+1) С vn7(1_n>/’I(0, ж) шо<1+п)/п^опл + ^4(0, х, ц)грОл + 
+ 5(0, х, т])и?0 С Л/19х(1 — •q)2’‘/<"+‘>,

(yw\nww — ирДД1 ■+■ С) |ч=0, т=0 = 0.

Тогда при 0 =5 lh С Ха, где Хо зависит от V, vt и w0, и при 0 Zc/г < °° 
система (J) с условиями (8) имеет решение wk’1 (ц), обладающее непре­
рывной производной третьего порядка по ц и удовлетворяющее неравен­
ствам

Ye~c>lh < wk-1 < Уес2№,
— с3(1 - т])2"/<"+1> С (ц?* ' — ш*-1') / И ^Cilh(l - ц)2п/<"+о,
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| (wk-1 — wk’ l~x)lh | c-aY, У^ес«111 w,’1 CJ Y\ne~c,lh,

— c8< (wk-l)1,nw^1 < — c„

где Y — решение задачи (9), (10).
Доказательство этой леммы основано на методах, примененных 

в леммах 3—5 работы (2). Из леммы 2 вытекает
Теорема 1. Пусть выполнены предположения леммы 2. Тогда в об­

ласти QXo, где Хо зависит от V, vt, w0, существует решение w задачи (5), 
(6), обладающее следующими свойствами-. w непрерывна в 
Уе_с‘5 sg w sg УеС2\ w„ непрерывна по ц при ц < 1, Улес«5 У„е_<:’5, су­
ществуют обобщенные производные wt, 1Щ, такие, что

----С3(1 ----- <q)2n/(n+l) ZPT с4|(1 ---- ^)2п/(п+1), | Wi | Csy;

— с8 wi/nwm С — c9.

В области Qx0 функция w удовлетворяет почти всюду уравнению (5) и 
условиям (6). Решение задачи (5), (6), обладающее указанными свойст­
вами, единственно.

Из свойств функции w, указанных в теореме 1, вытекает, что сущест­
вует преобразование, обратное преобразованию (3), (4). На основе этого 
из теоремы 1 выводим следующий результат.

Теорема 2. Предположим, что U (t, х) = ха + x2at(t, х), где а — 
= const > 0, «i(t, х) имеет ограниченные производные второго порядка-, 
v0(t, х) = ж<п_1)/(п+1)(& + (Z, х)), где Ъ = const, &t(t, х) имеет ограни­
ченные производные первого порядка, at и Ь, ограничены. Пусть и0(х, у) 
такова, что функция ш0(£, Л) = I и<>^| п~'иОу / x<n_1)/<n+1)Z7 удовлетворяет ус­
ловиям леммы 2.

Тогда при некотором Хо, зависящем от свойств функций U, и0 и v0, в 
области Dx„ существует и единственно решение и, v задачи (1), (2), обла­
дающее следующими свойствами-, и > 0 при у > 0 и х> 0, и -+ U при 
у оо, иу> 0 при у > 0, и / U, иуп / х(п-1)/(п+1)С7 ограничены и непрерыв­
ны в DXo, иуп / x(n-1)/(n+1)f7 -> 0 при у -> 0°, иу, их, uyv, ut, vy ограничены и 
непрерывны по у в Dx„ v непрерывна по у при х> 0 и ограничена при 
ограниченных у и х> 0. У равнения системы (1) удовлетворяются почти 
всюду в DXq. Имеют место неравенства

^(n-DAn+D^y (U/[Z) e-C1x c un ^(n-DAn+D^y (u/C/) e.

U (м{,п e-c1x/na.(n-i)/n(n+i)^(1-K)/"j/ _|_ i)1

U — U ^M^n^^ec^nx^-Yn(n+i-)ij^/ny 1ута+1>'<п-1’

CiX

(n+l)/(n-l)
I wsg:

Заметим, что условиям, которые в теореме 2 налагаются на функцию 
Ко(х, у), удовлетворяет решение стационарной задачи, соответствующей 
задаче (1), (2).

Применяя методы работы (2), получаем некоторые результаты, каса­
ющиеся устойчивости решения задачи (1), (2). Предположим, что функ­
ции U — xV, v0 = x(n~')/(-n+l)vl, и0(х, у) и возмущенные функции V —xV, 
г0 = £("~1)/(n+1)Ki, к0(х, у) удовлетворяют условиям теоремы 2, а к, г и 
й, г —решения задачи (1), (2), соответствующие этим данным.

Теорема 3. Пусть функции

V — V, Ух-Ух, VJV-VJV, vt-vt (И)

равны нулю при t t0, где t0 = const > 0.
1045



Тогда в области Dx„ при Q у у0 < °° 

\и I V — й / 7| «£ xM2ae~a,f,

где а0 = const > 0.
Теорема 4. Если функции (11) по модулю не превосходят е, а V, 

V, и0, йо таковы, что | w0 — w0\ < е, то в области Dx„ при у у0 < °° и при 
всех t

|» / У — й / 71 < хМ21е.
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